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Professor Dr. Ludwig Prandtl zum Gedichtnis. 


Am 15. August verschied im 79. Lebensjahr der langjahrige Direktor 
des ehemaligen Kaiser-Wilhelm-Instituts, jetzigen MAx-PLANCK- 
Instituts fiir Strémungsforschung in Géttingen, Professor Dr. Lupwic 
PRANDTL. In ihm verliert die Wissenschaft den Begriinder der modernen 
Strémungslehre, einen auBerordentlichen Gelehrten, einen erfolgreichen 
Lehrer und giitigen Menschen. 


Bei der gegenwartigen starken Spezialisierung der Physik und der 
Mechanik mag es manchen Forscher verwundern, wie von einem Neu- 
aufbau eines Wissensgebietes gesprochen werden kann, das so sehr auf 
klassisch-mechanischen Vorstellungen fuBt wie die Stroémungslehre. Die 
sie beherrschenden Gleichungen waren vor rund 100 Jahren bekannt. 
Doch ist deren Inhalt — nicht deren Form — so umfassend und allge- 
mein, daB zunachst nur wenige Losungen gefunden wurden. Man 
wuBte um die Jahrhundertwende viel tiber die reibungsfreie inkom- 
pressible Stromung, konnte gewisse Stromungen bei sehr groBer Zahig- 
keit des Mediums berechnen und hatte verschiedene Resultate bei 
hydraulischer Behandlung (konstante Zustande in Querschnitten von 
Kanalen) auch fiir veranderliche Dichte. Doch konnte beispielsweise das 
Widerstandsproblem kaum in den einfachsten Fallen geklart, geschweige 
denn gelést werden. 


PRANDTLs Starke und Verdienst war es, das Wesentliche der Pro- 
bleme durch Schaffung neuer Abstraktionen herauszuschalen und damit 
wichtigsten Gebieten der Stromungslehre neues Leben einzufl6Ben. Mit 
der Schaffung vereinfachter Gleichungen oder neuer Modelle waren die 
Aufgaben dabei in den wenigsten Fallen gelést. Seine anschauliche 
Denkweise gestattete es ihm, auch erhebliche mathematische Schwierig- 
keiten zu iiberwinden. Als Beispiel sei der erste groBe Erfolg des Ver- 
storbenen herangezogen. Es war bekannt, daB die Zahigkeit in gr6Berem 
Wandabstand bei héherer Geschwindigkeit meist vernachlassigbar ist. 
Dennoch fiihrt die Annahme reibungsfreier Str6mung zu falschen 
Resultaten. PRANDTL zeigt nun, daB die innere Reibung auch bei 
kleinsten Reibungskoeffizienten in einer diinnen wandnahen Schicht, 
die er Reibungs- oder Grenzschicht nennt, stets ausschlaggebend ist. 
Er stellt die Grenzschichtgleichung auf, zeigt an ihr die Grenzschicht- 
eigenschaften — wie beispielsweise die Ablésung der Stromung am Heck 
eines Kérpers — und bestatigt die theoretischen Aussagen im Ex- 
periment. 
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2 Professor Dr. L. PRANDTL zum Gedachtnis. 


Ein groBer Teil der Arbeiten PRANDTIs ist dem Turbulenzproblem 
gewidmet. Er veranlaBte die ersten Arbeiten iiber Stabilitat der 
laminaren Stromung und den Ubergang zur Turbulenz. Sehr viel ver- 
wendet wird die Arbeitshypothese des ,,PRANDTLschen Mischungs- 
weges‘’. Es ist eine der ,,mittleren freien Weglange der Gasmolekile” 
analoge Gro8e zur Erklérung der turbulenten Scheinreibungen. 


AuBerordentlich fruchtbar waren die Arbeiten des Verstorbenen auf 
dem Gebiet der Tragfliigel. Seine ,,Tragfliigeltheorie“‘ stellt die Grund- 
lage zur Berechnung der Krafte an Fliigeln groBer Spannweite dar und 
sein ,, Beschleunigungspotential‘‘ wird gegenwartig vielleicht noch mehr 
verwendet, da es auch auf instationare Vorgange anwendbar ist. 


Nicht weniger ausgedehnt sind die Arbeiten auf dem Gebiet der 
kompressiblen Stro6mungen. Seine Géttinger Institute waren nicht 
nur an der Entwicklung der ersten Windkandle niederer Geschwindig- 
keiten fiihrend beteiligt, sondern auch an der Entwicklung der ersten 
Uberschall-Windkanale. Die ,,PRANDTISche Regel‘ ist wohl das meist 
angewendete Gesetz auf dem Gebiete hoher Geschwindigkeiten. Ge- 
meinsam mit A. BUSEMANN schuf L. PRANDTI die erste, spater vielfach 
verallgemeinerte ,,Charakteristiken-Methode’’ zur Berechnung von 
Uberschallstr6mungen. 


Die letzten Lebensjahre waren iiberwiegend Problemen der meteoro- 
logischen Str6mungslehre gewidmet. Damit sind hier nur die wesent- 
lichsten Gebiete der StroOmungslehre genannt, welche vom Verstorbenen 
entweder entscheidend befruchtet oder tiberhaupt erst geschaffen wurden. 


Prof. LupDwiG PRANDTL entstammt einer Professorenfamilie und 
wurde am 4. Februar 1875 in Freising (Obb.) geboren. Er studierte an 
der Technischen Hochschule in Miinchen, war anschlieBend Assistent 
bei AuGust FOprpL und promovierte im Jahre 1900 an der Miinchener 
Universitat zum Dr. phil. Sein Interesse galt zunachst der Mechanik 
fester deformierbarer Ko6rper, ein Gebiet, zu welchem er auch spater 
immer gerne und mit groBem Erfolg zuriickkehrte. Seine erste erfolg- 
reiche Beriihrung mit der Hydrodynamik hatte der Verstorbene in der 
Praxis als junger Ingenieur bei der Maschinenfabrik MAN in Niirnberg, 
wo ihm eine wesentliche Verbesserung an einem Zyklonabscheider ge- 
lang. Bereits 1901 wurde L. PRANDTL Professor an der Technischen 
Hochschule Hannover und 1904 wurde er auf Veranlassung von FELIX 
KLEIN, der sich besonders um eine enge Verbindung der angewandten 
Facher mit der Mathematik bemiihte 
berufen. Dort leitete L. PRANDTL die ersten entstehenden Aerodyna- 


mischen Versuchsanstalten. Nach der Ablehnung eines Rufes nach | 


Miinchen als Nachfolger A. FOppirs wurde 1923—25 das Kaiser-Wilhelm- 


Institut fiir Strémungsforschung gegriindet, dem PRANDTL bis nach | 


Kriegsende als Direktor vorstand. 


Die bekanntesten deutschen und manche beriithmten auslandischen | 
Hydrodynamiker arbeiteten unter ihm. Dennoch kann nicht eigent- | 
lich von einer ,,PRANDTLschen Schule“ gesprochen werden, wenn nicht | 


an die Géttinger Universitat | 


Professor Dr. L. PRanpTL zum Gedichtnis. 3 


das Reduzieren eines Problems auf das Wesentliche und dessen an- 
schauliche, klare und solide Behandlung als Schule bezeichnet werden 
soll. PRANDTL half seinen Mitarbeitern und Schiilern, wo es ihnen fehlte: 
dem einen mit seinem unerschépflichen Schatz von Ideen und Planen, 
dem anderen bei mathematischen, dem dritten bei experimentellen 
Schwierigkeiten. Nie zwang er aber seine Eigenart einem jungen Forscher 
auf, er starkte ihn durch Vertrauen, Interesse und seinen mitreiBenden 
Arbeitseifer. So entlieB dieser Erfolgreiche so manchen Fruchtbaren 
aus seinem Mitarbeiterbereich. 

Seinem Forscherdrang vermochte sein Koérper schlieBlich nicht mehr 
zu folgen. Vor einem Jahr versagte pl6otzlich seine Arbeitskraft. Spater 
folgten k6rperliche Stérungen, denen er schlieBlich erlag. L. PRANDTL 
erfuhr zahlreiche hohe wissenschaftliche Ehrungen aus aller Welt. Nicht 
minder zahlt aber die tiefe Verehrung seiner zahlreichen Mitarbeiter, 
Schiiler und Fachgenossen. 


K. OswatTitscH, Stockholm. 


Die relativistische Beschreibung von Bindungszustanden. 
Von 


Kurt Baumann, Wien. 


Mit 1 Abbildung. 


(Eingelangt am 23. Februar 1953.) 


In dieser Arbeit wird eine Zusammenfassung der Fortschritte gegeben, die in 
den letzten Jahren in einer relativistischen Behandlung von Bindungszustanden 
erzielt wurden. Die Zusammenhange zwischen den verschiedenen Methoden 
werden aufgezeigt, soweit es in diesem Gebiet, dessen Erforschung noch im FluB8 
und in raschem Fortschreiten begriffen ist, m6dglich erscheint. 


I. Einleitung. 


Der Mesontheorie blieb gerade in jenem Gebiet, welches ihre Auf- 
stellung angeregt hatte, namlich bei den Kernkraften, lange Zeit jeder 
quantitative Erfolg versagt. Man konnte die Ursache in einer mangeln- 
den Konvergenz des St6rungsverfahrens suchen, welches man bei der 
Ermittlung des Wechselwirkungspotentials anwenden muB. 

In neuerer Zeit lenkten experimentelle wie theoretische Griinde — 
der Transformationscharakter der Pi-Mesonen einerseits, die Eliminier- 
barkeit der U.V. Katastrophen durch Renormierung anderseits — 
die Aufmerksamkeit auf die pseudoskalare Theorie mit pseudoskalarer 
Kopplung. Hier bot sich nun noch eine andere Méglichkeit, die alteren 
Rechnungen zu korrigieren. Die pseudoskalare Theorie ist namlich von 
der Art, dafS§ relativistische Effekte auch bei niederenergetischen 
Phadnomenen eine wesentliche Rolle spielen. 

So entstand das Bediirfnis, konsequent relativistische Methoden zu 
entwickeln, mit welchen auch Bindungszustande behandelt werden 
kénnen. Das Ziel wurde durch eine Abschwachung der St6rungsmethode 
erreicht. Man entwickelt die SCHRODINGER-Funktion nach wie vor nach 
den Wellenfunktionen der ungekoppelten Felder, jedoch nicht mehr 
nach Potenzen der Kopplungskonstanten. Geht man zu einer Ent- 
wicklung nach Potenzen der Kopplungskonstanten iiber, dann erhalt 
man nur die den ,,hyperbolischen Bahnen‘‘ der klassischen Theorie ent- 
sprechenden Zustande, also Streuprozesse. Die Wellenfunktionen 
gentigen Integralgleichungen, deren approximative Lésung die Deuteron- 
daten bereits in sehr befriedigender Weise wiedergibt [5, 6]. Aber 
selbst in Anwendung auf Streuprobleme scheint die Methode wesentlich 
neue Gesichtspunkte zu bringen [1]. 
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If. Die Integralgleichung von Tamm, Danecoff und Lévy. 


Ein Bindungszustand wird beschrieben durch ein Eigenfunktional Ww 
des Operators H der Gesamtenergie: 

Hy = WwW Fy. (1) 
Der Operator H sei nun jener zweier gekoppelter Felder, deren eines, 
Wa (x), Teilchen mit FERMI-Statistik, das andere, g (x), solche mit BosE- 
Statistik darstellt. Man kann etwa an Elektronen und Lichtquanten, 
oder an Nukleonen und Pi-Mesonen denken. 

Wir k6énnen eine Darstellung fiir Yj gewinnen, indem wir es nach 
einem vollstandigen Orthogonalsystem entwickeln: und zwar wahlen 
wir dazu die Gesamtheit der Eigenfunktionen ®q des Vakuumenergie- 
operators Ho, das ist der Energieoperator H vermindert um die Wechsel- 
wirkungsenergie H, der beiden Felder: 


y= oy ax Ox; Hy Ox = Ex@x. (2) 
Damit wird aus Gl. (1) 


(W —Ex)ax = >) (K 
E 
Das ist ein System von gekoppelten Gleichungen fiir die Zahlen ax. 
Der die Eigenfunktionen von H, charakterisierende Index K reprasen- 
tiert drei ganze Zahlen, namlich die Anzahl ,,freier‘’ Fermionen, Anti- 
fermionen und Bosonen, auSerdem deren Impulse und die inneren 
Parameter, Polarisation oder Spin. 

H, hat etwa in der pseudoskalaren Mesontheorie die Gestalt z py, yQ, 
in der Quantenelektrodynamik ew y, yp gp’. Der Operator hat bekannt- 
lich nichtverschwindende Matrixelemente zwischen Zustanden ®x 
und @; héchstens dann, wenn die Differenz zwischen Fermionen und 
Antifermionen in K und L die gleiche ist: Somit sind nur solche ax 
und az miteinander gekoppelt, und Gl. (3) zerfallt in unendlich viele 
Teilsysteme Sy, S,;, S-1, Sy... Jedes Ww ist eine Linearkombination 
der ®x zu einem bestimmten Wert der Differenz Fermionen—Anti- 
fermionen. 

Der das Vakuum darstellende Zustandsvektor Wp, das ist die Eigen- 
funktion von H mit dem kleinsten Eigenwert, ist die entsprechende 
Lésung von Sy. Jene Ww, welche ein einzelnes Fermion (mit seinem 
Eigenfeld) beschreiben, sind Lésungen von S;. Das Deuteron etwa ist 
eine Lésung von S,, die stationaren Zustande des Positroniums sind 
Lésungen von So, usw. 

Betrachten wir den Fall zweier gebundener Fermionen, das heiBt 
also, spezielle Lésungen von S,. Wir haben zunachst keine Moglichkeit, 
diese Ldsungen etwa von solchen zu unterscheiden, welche z. B. die 
Bindung von drei Fermionen und einem Antifermion beschreiben; es 
ist aber gar nicht gesagt, wie weit dieser Fragestellung tiberhaupt ein 
verniinftiger physikalischer Sinn zukommt. Wir wollen die Losung des 
Problems durch den Ansatz 


iL) ay. (3) 
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vereinfachen, wenn Qi! einen Zustand mit k Fermionen, k — 2 Anti- 
fermionen, / Bosonen und den Impulsen 4 bedeutet. Wenn es auch im 
allgemeinen keinen stationaéren Zustand mit der Eigenschaft (4) geben 
wird, kénnen wir doch das reduzierte System S,, das durch Einsetzen 
von Gl. (4) in Gl. (1) entsteht, als erste Naherung betrachten, wenn die 
Matrixelemente von H, nur klein genug sind: 


(W—EF°) a? = >” (2,0, A|H,| 2, 0,4) a ete! (2,0, A|Hy|2, 1,4) a2 * 


1a 


(W—EY) ay? = 3 (2, 1,4 |Hy| 2, 0.) ay ay, ! ) ay 

LB HL (5) 
Die erste Summe in der ersten Zeile und die zweite in der zweiten Zeile 
verschwindet, da H, nur Matrixelemente zwischen Zustanden mit um 


eins verschiedener Bosonenzahl hat. Das System kann man in der 
Form schreiben 


(2,0, 2 |Hy| 2, 1,4) (2,1, |Hy| 2, 0, ») 
(W— Ex) a? = >’ ; ee ipad : Re 
—Fu 


ur 


2, tly 2 lH, Ds 2) 
ne Se ae (6) 
7 W— Ez 
Wir erhalten also eine Integralgleichung fiir a;°, ausfithrlich 


[W —E (p,) —E (pp) ] a®° (py, Po, Sy, So) = 
= oa Po, Sy; So || 0 ib, eb ) So) (py —t, Po) See So |H,| pis Po =“ ie Sys $2’) 
W —E(p,—1) —o ft) 
SEDO Mle ci ir Gg a 
| (Pu Por Su 82 Hal Pa PoE Sy 8) (Py PAE Sy 84! [P| Py EB Pah 8) 
eee Ae ae a) 


a (p, +8 pa—t, sy <2) a*t, (7) 


wo wir die Mesonvariablen nicht angeschrieben haben, da sie wegen der 
Impulserhaltung fiir die Elemente von H, bereits fixiert sind. 

Die Integralgleichung (7) 1aBt sich nun schrittweise verbessern, 
wenn man die Zahl der Ho-Eigenzustande in Gl. (4) vermehrt. Es ist 
nicht schwer einzusehen, daS man dann den Integralkern fiir a?® 
allgemein durch folgende Regel gewinnen kann: Man sucht alle még- 
lichen Prozesse auf, welche zwei Teilchen nach schrittweiser Emission 
und Reabsorption von Mesonen, mit und ohne Paarerzeugung, bzw. 
-vernichtung, wieder in zwei Teilchen wtberfiihren. Jedem derartigen 
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ProzeR ist dann ein Integralkern zugeordnet, in welchem die Ubergangs- 
elemente von H, in der gleichen Reihenfolge von rechts nach links auf- 
einanderfolgen, dividiert durch die zugehérigen Energienenner. 

Nicht verwenden darf man jene Prozesse, welche iiber Zustinde 
fiihren, die in der behandelten Naherung nicht in Betracht gezogen 


wurden — im vorigen Beispiel also alle Zustinde auBer ©} ° und &7'* —, 


ferner solche, welche iiber g*° als Zwischenzustand fiihren. Die einzigen 
auf diese Weise gemaB Gl. (4) méglichen Ubergange sind in Abb. A und B 
dargestellt und entsprechen den beiden Integranden von Gl. (7). 


ye yr ye yr 
ype eee 
ari > 
aoe Ses 
York py Yank Yire 
A B 
xe - 
ne eye Pons i wo 2 
Zz - - 2 
See x4 = pod 
oN me 
7 SS XT wiry 
*3 XY Ss a 
~ 
Xx 
c Ge yy F 


Abb. 1. Graphische Darstellung von Integralkernen. 


Auf diese Weise, durch Eliminierung aller ai! bis auf eines, laBt 
sich jedes System S; auf eine Integralgleichung fiir eine der Kompo- 
nenten des Zustandsvektors reduzieren, 


[W — E*! (A)] a®? (A) = face 2; W) a¥* (2’), (8) 


wo K (A, 4’; W) eine Potenzreihe in der Kopplungskonstante ist. 
Rechnet man im Ruhsystem! von Ww, dann tragen wegen der 
Impulserhaltung fiir die Matrixelemente von H, nur ® mit dem gleichen 


Ruhsystem bei, also etwa die @?° mit p, =—p, =p. Unterdricken 
wir die Spinindizes, dann erhalten wir die Zweipartikelgleichung 


[W—2 |p? + M?) a? (p) = (22) [x (p, p’; W) a®°(p’) dp’, (9) 


1 Das heiBt in jenem System, in dem der Gesamtimpuls verschwindet. 


8 K. BAUMANN: 


oder in den Koordinatenraum transformiert 


W—2)=AF M9) = [Yer Mewyar’ 
9 tt) = amy | «29 eiPt d3p, (10) 


Y(t. 3 WW) = 2 ay | x (p, p’; W) ePt—P'0) 3p d3p’, 

Um den Lapiace-Operator von der Wurzel zu befreien, kann man 
etwa Gl. (9) mit 
TW+2E, 
 W+2M 
multiplizieren. Um dadurch nicht die Symmetrie des Integralkerns in 
p und p’ zu zerst6ren, muB man gleichzeitig neue Wellenfunktionen 

a (p) = Ay’ a®° (p) 

einfihren. Der Kern lautet dann 


K (p, p'; W) = Ap Ap K (p, 9's W) 
und die Gleichung fiir @ (p) ist 
4p? j = 3 ay , oy , ’ , 
= = |/Is -W)a a3y’, (9 
[eee W 4 2m |a 0 (22) (p, p’; W) @ (p’) d¥p’,  (9”) 


bzw. fiir die FourreR-Transformierte 


wiaH’ W ramaa= [Permenar (10’) 


As (11) 


III. Die Gleichung von Salpeter und Bethe. 
Betrachten wir die Funktionen 


Lap (Xy, Xa) = (Wo |a (%) po (%2)| W) fir 4 >t, 

= — (Wo lye (%2) Yo (%)|W) fir < by, 

wobei x; = (ti, ri), und wo das Matrixelement zwischen dem Eigen- 

zustand Y%) von H mit dem kleinsten Eigenwert W, und einem be- 
liebigen Energieeigenzustand gemeint ist. 


GELL-MANN und Low [2] haben gezeigt, daB die Funktionen yyw 
der Integralgleichung 


(12) 


Xwap(%%) = | dxgdxydx,dxgSsay(%, X3) Si po (Xp %4)° 
"Gy den (Xg X45 Xs Xe) XWen (Xs Xe) : (13) 
genigen. Die Funktion G erhalt man folgendermaBen: Man sucht alle 
méglichen Uberginge wie im vorigen Paragraphen auf, markiert aber 
die Koordinaten der Emissions- und Absorptionspunkte, statt der 
Impulse der Linien. AuBerdem hat man nur solche Prozesse aufzu- 
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suchen, deren graphische Darstellungen ,,topologisch verschieden sind. 
A und B sind hierbei etwa gleichwertig, aber auch C und C’ (also 
Elektronen und entgegengesetzt laufende Positronen). Dementsprechend 
sind den ,,virtuellen‘’ Photonen-, bzw. Elektronenlinien die FEYNMAN- 
schen Funktionen 7 gy» Dy (x; xe), bzw. iS. (x; xx) zuzuordnen, 
welche die Erzeugung eines ,,freien‘‘ Photons (Elektrons) in x, und 
seine Vernichtung in x; beschreiben, wenn ¢; > f, aber die Erzeugung 
eines Photons (Positrons) in «; und seine Vernichtung in x, wenn t; < te: 


i Qu» Dy (x: x2) = >’ (0 lp? (xi)| f) (f \qu® (x2)| 0), te > th 
tf 


= » (0 lp.” (xe)| f) (7 lpu° (x2) | 0), bi <tr: 


: (14) 


TS sap (xi xx) =D” (0 [po (xi)| A) (f [Ws (x)| 0), t > te, 
: 


= — SY (0 [We (xa) | f) (f lye? (2)! 0), ts < te, 
f 


worin g,° (x), y°(x) den Vakuumgleichungen geniigen; 9 = pt £. 
Die Matrixelemente verstehen sich zwischen den Eigenfunktionen von H). 
Die FEYNMANschen Funktionen haben die folgende Fourter-Darstellung: 


j ——— + 7106 (k?—m?);: 15 
cree aad | (15) 
1A. (%; ¥p) beschreibt ,,virtuelle‘‘ skalare oder pseudoskalare Mesonen der Ruh- 
masse m, 7 {uy A+ (%; ¥z) vektorielle und pseudovektorielle. D ist die Funktion (15) 
mit dem Ruhmassenwert m = 0. In Gl. (15) ist kx =wit—fr, kh? =o?—F, 


We (Ep tes (Dees | atk e—t kx 


entsprechend po = 1, &14 = £22 = 839 = — 1. 
Ferner ist 
1 
Sy (#) =—(20)-4 [ aver san PRET xi9 0a, 


(16) 


worin yy = (B, Ba). 

Den Punkten sind noch die Faktoren —ig J’ zugeordnet, wobei 
fiir /°in der pseudoskalaren Theorie y; = y, Yo Ys y4 Zu setzen ist, in der 
Quantenelektrodynamik y,. Die nicht kommutativen Faktoren S+ 
und y sind in G so von rechts nach links anzuordnen, wie sie das 
, virtuelle‘’ Elektron der Reihe nach passiert. Die Nummern x, bis %¢ 
erhalten jene Punkte, in die die Anfangs- und Endelektronen einlaufen ; 
iiber etwaige weitere Punkte ist zu integrieren. 

Einige Illustrationen modgen folgen: Der niedrigste Beitrag zu G 
lautet fiir die Quantenelektrodvnamik 


Go (4 %qi %3 %q) = — Te? yy X y* Dy (41 %) 6 (% — Xp) 6 (%_— %4) ? 


1 Um Indizes zu sparen, schreiben wir das KRONECKERsche Matrizenprodukt x. 
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und entspricht wegen Gl. (14) sowohl A als auch B. Dem Graphen C 
entspricht 
GH (% Xe! Xy %y) = C8 (Yue S+ (% 5) Yo) X (Y" Se (2%) 7") 
“Ds. (x1 %4) D+ (%. %3); 
und dieser Ausdruck umfaBt z. B. auch Prozesse wie C’. 
Da S, (x) eine GREENsche Funktion zur Vakuum-Drrac-Gleichung 
ist, das heiBt 


; 0 
fz cals (% 01) = 0 (%— x), 


ist Gl. (13) auch eine Lésung der Differential-Integralgleichung 


a) ra) 
Yip 1p —— I | Gee (BR, oe) = 
(i Ona, | (i, pes \en (1 %2) 


== G (1 %o3 %3 %a) LW (%_ %q) dy AX. (17) 


Gl. (13) oder (17) wird erst dann fiir die Untersuchung von Bindungs- 
zustanden brauchbar, wenn wir sie in eine Gleichung zur Bestimmung 
des Eigenwertes W umwandeln kénnen. Bilden wir zu diesem Zweck 


mit Hilfe von F = —i (fF H — HF) den Ausdruck 


7) 7) : 
a “tr m (Wo |p (%) p (%2)| W) 
= —1( Wo lp (x) Hy (%_) —Hy (%4) p (%) + y (%4) y (%2) 1 Dt: (18) 
—p (%) Hy (%)| W ) = —2 (W— Wo) (Wo |p (%4) p (%2)| W). 
Entsprechend erhalt man, wenn die Ww auch Impulseigenfunktionen 
sind, 


(grad, + gradg) yw (%1 %2) = 4 (B—BPo) xw (%1 2). (18’) 
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichungen ist offenbar 
iw (%, %_) = pw (% — Xp) e* P—Po) R—8 (WW) TD (19) 


Xp=(T,R) =arxip+ B Xan, a+ = 1. 
Da uns eine gleichformige Translation nicht interessiert, nehmen wir 
$$ = P) = 0 an: schreiben wir noch W statt W— Wo, so erhalten wir 
Xw (1, 2) = pw (%,— X) e147, (19’) 

die Kenntnis von yyw impliziert also die Kenntnis von W. 


Durch Einfiihren von Gl. (19’) in Gl. (13) oder (17) erhalt man eine 
Eigenwertgleichung fiir W: 


oec 0 
E (. +ig2)—of > (epi 2 \—u lon (%) = 


SS G (x, x’; W) ow (x’) dx’, (20) 


GAG.) = | eh PIX-K) G(X =) Ba, Na X SR eX — ees 
P, = (W, 0,0, 0). 
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Fir die Fourtrr-Transformierte lautet die Gleichung: 


ly (a P + 6) —M] [y (6 P—p) —M] pw (6) = [avco.o:wron (er 
(20’) 


TY. Beziehungen der Gleichungen yon Tamm-Dancoff und Bethe-Salpeter 
untereinander und mit anderen Gleichungen. 


A. In einer Fourrer-Analyse von yw, 


ay 


aw (%4, %y) = en) | yw (Py, po) e1 Pa + Pa %2) d*p,d* bo, (21) 


muB8 yw (f,, fy) wegen Gl. (19’) den Faktor 6 (f, + ~£, — P) enthalten, 
so daB weiter gilt 


Mi (ys Xe (20) 4 | Fy (p)e—*@*+WT) qty aXe Koei (21°) 


Fir gleiche ,,Partikelzeiten“ wird dann yw (x, %») 


Aw (ty, Lp, 4) = (2 n-* | fw (p) ec? Pt—-W7) G8p (22) 


fw (p) = | Fw (p) apo. 


Betrachten wir nun 


(We le (xa) v (22) 7) = 4 (a) a (99) ef OEE 


(Wo jet gs (p,) eh eF 9; (py) eH] W): (23) 
wir haben hierbei die Spinoperatoren nach den Lésungen 4; (p) der 
feldfreien DrrAc-Gleichung entwickelt. 7 geht von 1 bis 4 und stellt 
etwa den Wert des Energievorzeichens und der Spinvariablen dar, 
it~ +,5,; +,533 —,$,3;—, Sy. Der Operator q+. (p) wandelt einen 
Zustand |K) = @x, welcher ein freies Elektron mit der Wellenfunktion 
w+ (p) enthalt, in den um dieses Elektron verminderten Zustand um; 
enthalt er dieses Elektron nicht, dann gibt die Anwendung des Operators 
Null. Umgekehrt erzeugt g—; ein Positron und gibt Null, wenn es 
schon vorhanden ist. 

Man entnimmt aus Gl. (23), daB 


Fy (p) = S” Aig (P, Po) mi (P) 4 (—P), (24) 
fur (p) = _S7 aij (v) ms (p) 5 (—P), | 
| (25) 


aij (p) = x | Ai; (p, Po) apy, 


ai (p) = ( Wo |g (p) @ (—P)| W). (26) 
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Aus der letzten Gleichung ersieht man die Beziehung 
A+, 54; +,5, (P) = a (p, — P, Sy, 53) (27) 
fiir den Fall, daB Y% = @,. In diesem Fall tragen namlich zu 


aij (p) = >” ax ( Wo |g: (P) a3 (— ®)| K) 
K 
nur die Terme mit qi; 9; |K ) = |0) bei; das sind aber gerade jene mit 
|K) = BY. 
Tatsachlich gilt jedoch 
YF = (O1U—"(c0,0) Oy ati shoo, 0) O,; (28) 


fiir den Beweis von Gl. (28) und die Bedeutung von U verweisen wir 
auf [2]. 

Man kann dennoch leicht erkennen, daB ohne Positronentheorie 
Gl. (27) in Strenge gilt. Wenn namlich die Operatoren g nur Elektronen 
vernichten, nicht aber Positronen erzeugen kénnen, hat der Operator 


ice) 


U-1 (00,0) =1+ég | 9 (x) Py? (x) p(x) dix + . 
0 


keine Ubergangselemente von ®, in irgendeinen anderen Zustand, und 
és. ist wirklich. = @,,. 

Unter dieser Vereinfachung, bei welcher sich Yw nur aus Zustanden 
der Gestalt 7’ zusammensetzt, la8t sich zeigen [4], daB gleiche 
Dancorrsche und SALPETERsche ,,Graphen‘, obwohl sie zunachst ver- 
schiedene Arten von Integralkernen reprasentieren, dennoch auch im 
mathematischen Inhalt gleichwertig sind (wie zu erwarten war). Das 
heiBt ausfiihrlich: Beriicksichtigt man im Kern der BETHE-SALPETER- 
Gleichung einen bestimmten Graphen, so ist diese Gleichung gleich- 
bedeutend mit jener TAmMM-Dancorrschen Naherung, in welcher alle 
damit topologisch gleichartigen Graphen beriicksichtigt wurden. 

An diesem Sachverhalt kann man schén die wesentlichen Unter- 
schiede zwischen den beiden Gleichungen studieren. Beschrankt man 
sich bei DANcor¥ auf die Naherung Gl. (4), so hat man neben den ,, Uber- 
gangen* A, B auch alle solchen erfaBt, bei denen beliebig viele Bosonen 
nacheinander ausgetauscht werden, etwa D; die zugehérigen Integral- 
kerne kann man namlich alle durch Iteration von Gl. (7) erhalten. 
Ahnliches gilt, wenn man sich in der BETHE-SALPETER-Gleichung auf 
die niedrigste Naherung zu G, also Gy, beschrankt. Jedoch sind jetzt 
offenbar auch noch alle jene Prozesse beriicksichtigt, bei welchen das 
eine Fermion irgend eine Zahl von Bosonen emittiert, bevor sie das 
andere — in der gleichen Reihenfolge — absorbiert. 


Man mochte vielleicht Zweifel an der Konsistenz unserer Darlegungen hegen. 
Denn die Beimischung von Mehr-Photonen-Zustinden ist eine lorentzinvariante 
Eigenschaft eines Zustandes Wj; dagegen kénnen Graphen der Gestalt E in einem 
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anderen LoRENTz-System die Gestalt D haben. Man darf aber nicht iibersehen, 
daB der Ubergang zu einem solchen System die gleiche Zahl von Iterationspro- 
dukten des Graphen B in ,,Zwei-Photonen-Graphen“ verwandelt. 

Man kénnte diese Eigenschaft — die Erfassung vieler DANCOFF- 
Kerne durch einen einzigen SALPETER-Kern — als einen Vorzug der 
BETHE-SALPETER-Gleichung auffassen, wiirde es sich hier nicht um eine 
unkonsequent verbesserte Naherung handeln. Tatsichlich wird bereits 
durch G, ein kleinerer, ganz willkiirlich ausgewahlter Teil der Beitrage 


von den @' mit beliebig groBem / mit einbezogen, wahrend die rest- 
lichen Beitrage, in denen sich Mesonlinien kreuzen, unberiicksichtigt 


bleiben, obwohl sie durchaus gleich gewichtig sind. Von ®7' etwa 
ist E berticksichtigt, dagegen der Graph C (welcher drei DANcorrschen 
Zwei-Bosonen-Kernen entspricht!) unberiicksichtigt. 

Diese Schwache der BETHE-SALPETER-Gleichung wird umso weniger 


schaden, je schwacher die @;' mit héherem / in einem Zustand bei- 
gemischt sind. 

Die Relation (27) kann mit Positronentheorie nicht mehr ohne- 
weiters erschlossen werden. Wohl aber kann man auch dann zumindest 
ihre asymptotische Giiltigkeit fiir die nichtrelativistischen a? ° (p), also 
fiir kleine p annehmen, da dort die Beimischung der Mehrteilchen-® 
zu Y und Ww gegen Null gehen wird. 

B. Man kann zeigen, daB die SCHRODINGER-Funktion des n-Elek- 
tronenproblems in der mehrzeitigen Theorie von Dirac, Fock und 
Povotsky® in der Form (0 |p (1)... y (%n)| Y%) geschrieben werden 
kann [3]. Da sie von ihren Autoren nur fiir paarweise raumartig zu- 
einander liegende Elektronenkoordinaten definiert wurde, kann man bei 
BETHE-SALPETER von einer natitirlichen Verallgemeinerung der Wellen- 
funktion der Mehrzeittheorie fiir beliebige Argumente sprechen. 

C. Die Breitsche Gleichung deduziert man als Spinorgleichung am 
besten aus der BETHE-SALPETER-Gleichung. Man erhalt sie allerdings 
nur ohne Breitsche Wechselwirkung [7]; diese tritt dann als Storung 
in der Form der Gl. (31) auf. DaB die korrekte Formulierung der 
Brettschen Gleichung so aussieht, wie hier beschrieben, ist wollbe- 
kannt?. 


Vy. Auswertung der Gleichungen. 


Der Operator auf der linken Seite der Tamm-Dancorrschen Gl. (10) 
oder (10’) geht im Nichtrelativistischen einfach in den Operator 


1 é 
ap At (2M) 


der SCHRODINGER-Gleichung fiir zwei freie Teilchen tiber, wie es auch 
wegen Gl. (3) sein muB. Die rechte Seite von Gl. (9), (9’) dagegen 


2S. etwa G. WENTZEL: Einfiihrung in die Quantentheorie der Wellenfelder, 


S. 153: 
3S. z. B. H. Betue, Hdb. d. Phys. GEIGER-SCHEEL, XXIV/1, S. 376, Gl. (22.2). 
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unterscheidet sich formal iiberhaupt nicht von der FouRtER-Trans- 
formierten des Gliedes V (tr) @ (r) in einer gew6hnlichen SCHRODINGER- 
Gleichung, auBer dadurch, daB das Potential energieabhangig ist. 

Im Konfigurationsraum hingegen geht der Wechselwirkungs- 
operator nicht in eine Diagonalmatrix tber, 


Y (v,1’; W) + d(e—v') Ve +r; W), (29) 


und unterscheidet sich durch das Nichtbestehen dieser Relation von 
einem gewohnlichen Potential. 

Jedoch entsprechen die einzelnen Glieder von K annahernd (naém- 
lich mit W —>2£E,y) M@oLierschen Streuelementen und werden fur 
groBe r, zu welchen im Fall von Bindungszustanden kleine p geh6ren, 
nur kleine Impulsiibertragungen p— p’ vermitteln. In diesem Fall 
kann der RiickstoB der Nukleonen vernachlassigt werden, so da 
Gl. (29) gilt. 

Der Potentialbegriff bei Bindungszustanden behalt also zumindest 
fiir groBe Distanzen einen Sinn. Das durch Gl. (29) definierte Potential V 
ist jedoch in zweierlei Hinsicht nicht in Strenge identisch mit dem 
Potential, welches man friiher dem selben Wellenfeld zugeordnet hatte: 
a) Die St6rungsmatrix enthielt in den Energienennern 2 Fy statt W; 
dementsprechend tritt hier neu eine Energieabhangigkeit des Potentials 
auf. Dieser Unterschied geht jedoch im nichtrelativistischen Limes 
gegen Null. b) Man ermittelte das Element der St6rungsmatrix fiir 
zwei unendlich schwere Teilchen in Wechselwirkung mit dem Feld. 
Dabei wurde somit der Riicksto8 auch in den virtuellen Zwischenzu- 
standen vernachlassigt, wahrend wir hier sehen, daf wir dies nur in 
bezug auf den Gesamtimpulsaustausch tun kénnen. Das Verschwinden 
dieses Unterschiedes kann man auch im nichtrelativistischen Grenzfall 
nicht allgemein annehmen. Fiir die pseudoskalare Mesontheorie etwa 
liefert gerade dieser Teil eine sehr starke AbstoBung (,,rigid core‘), 
welche an Stelle der starken Singularitat des nach der alten Annaherung 
berechneten anziehenden Potentials tritt, die dieses unbrauchbar 
machte [6]. 

Fir kleine, mit der Compron-Wellenlange der FERMI-Teilchen ver- 
gleichbare Distanzen liefert der relativistische Anteil der Wechsel- 
wirkung mit groBen Impulsen und Impulsaustauschen einen wesent- 
lichen Beitrag. Fiir diesen stellt Gl. (29) keine Naherung dar; man 
muB sich tiber diesen Teil der rechten Seite von Gl. (9) anderweitig 
Klarheit verschaffen [5]. 

Wie der Integralkern der BETHE-SALPETER-Gleichung aussieht, 
welcher gleichbedeutend mit einem instantanen Potential V (r) ist, 
sieht man im Konfigurationsraum unmittelbar ein: 


Gy (%, Xg; Xg, X4) = 0 (t — ty) V (ty 1g) 6 (x — xg) 0 (%— xy). (30) 


Dies fihrt nach Abspaltung der Schwerpunktsbewegung auf eine 
Gl. (20) mit : 


Gy (x, x’) = 6 (t) V (t) d(x — x’) (30’) 
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und auf Gl. (20’) mit 
Gv (p, p') = V (p—p’). (30) 
Wenn die Differenz Ga (x, x’) zwischen dem tatsachlichen Kern und 
der Potentialnaherung klein ist (das heiBt also Kleinheit der relativi- 
stischen Beitrage), dann ergibt eine stérungstheoretische Behandlung 


fiir die Verschiebung der Energieniveaus durch diese Beitrage in erster 
Naherung 


AE=—1 [ evar Grin) Ga x") py (x). (31) 


Die vierdimensionalen Eigenfunktionen my (x) zu dem Potential V (x) 
lassen sich in diesem Falle leicht durch die dreidimensionalen aus- 
driicken [7]. 
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Zur Bestimmung der elastischen Konstanten isotroper 
Festkérper mittels Ultraschall. 


Von 


E. Ledinegg und P. Urban 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz. 


(Eingelangt am 2. Marz 1953) 


Zusammentassung 


Die Bestimmung der elastischen Konstanten isotroper Festkérper basiert bei 
hdheren Ultraschallfrequenzen bekanntlich aut der Messung der Wellenlangen 
der im Probekérper angeregten ebenen Dilatations- und Scherungswellen. Da bei 
den verwendeten hohen Frequenzen die betreffenden Wellenlangen klein gegen 
die Linearabmessungen der Probe sind, darf man dabei die Gesetze der geome- 
trischen Akustik verwenden. Anders liegen die Verhaltnisse im Bereiche niederer 
Ultraschallfrequenzen, wo das akustische Wellenfeld wesentlich durch die geome- 
trische Form des Korpers bestimmt wird. Die in diesem Bereich tiblichen MeB- 
methoden sind Resonanzverfahren, wobei die Messung der Eigenfrequenz der an- 
geregten Eigenschwingung Riickschliisse auf das elastische Verhalten des Probe- 
k6rpers, bzw. auf seine elastischen Konstanten gestattet. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Resonanzveriahren angegeben, welchem 
ein akustischer Zwei-Schichten-Hohlraum zugrunde liegt. In einen kreiszylin- 
drischen Resonator werden stab- und plattenformige Proben einer Substanz ein- 
gebracht und die entstehenden Verstimmungen gemessen. Aus den Eigenwert- 
gleichungen der achsialen und horizontalen Schichtung lassen sich dann die 
elastischen Konstanten berechnen. Die fiir diinne Stabe und Platten geltenden 
Naherungsformeln stimmen dabei in erster Naherung mit den entsprechenden 
storungstheoretisch gewonnenen Formeln einer friiheren Arbeit iiberein, 


Verwendete Bezeichnungen: 


o= 2m = Kreisfrequenz. 

pA = Lamersche Konstante. 

S$ = (Uy, Uo, Us) = Vektor der elastischen Verschiebung. 

12) = Spannungstensor. 

Z=Jn+aNyn = beliebige Zylinderfunktion, durch die n-te BEssELsche und 


n-te NEUMANNsche Funktion linear dargestellt. 


Yn,v = v-te Nullstelle der m-ten Zylinderfunktion. 
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§ 1. Einleitung. 


Die Methoden zur Bestimmung der elastischen Konstanten eines 
Mediums lassen sich in zwei groBe Gruppen einteilen. Die eine Gruppe 
ist durch die Verwendung ebener akustischer Wellen gekennzeichnet, 
wobei Ultraschallfrequenzen von und iiber 1000 kHz verwendet werden. 
Die andere Gruppe basiert auf Resonanzverfahren und beniitzt Fre- 
quenzen, die im allgemeinen wesentlich tiefer liegen. 


Bei der erstgenannten Gruppe bewegen sich die verwendeten Wellen- 
langen in der Gré8enordnung von 1/100 bis 1/10 mm und sind klein 
gegen die Linearabmessungen des zu untersuchenden Probekorpers. 
Das Schallfeld ist daher mit hinreichender Genauigkeit den Gesetzen 
der geometrischen Akustik unterworfen. Die Me8methodik lauft hier 
auf die experimentelle Bestimmung der Wellenlange Ap, ds der im 
Probekorper angeregten ebenen Dilatationswelle und Scherungswelle 
hinaus. Aus dem einfachen theoretischen Zusammenhang zwischen 
Ap und As mit den beiden elastischen Konstanten sind dann die letzteren 
zu berechnen. Zur Bestimmung von Ap und As beniitzt man bekannt- 
lich optische Verfahren, welche je nachdem der Ko6rper optisch durch- 
sichtig ist oder nicht, das akustische Wellenfeld im K6rper oder in dessen 
Umgebung sichtbar machen. 


Bei optisch durchsichtigen Substanzen ist wohl das von SCHAEFER 
und BERGMANN! angegebene Interferenzverfahren am bekanntesten, 
wobei im Probek6rper ein dreidimensionales Gitter aus stehenden 
Ultraschallwellen erzeugt wird, dessen optisches Beugungsbild Ap und As 
unmittelbar zu bestimmen gestattet. 


Bei der Verwendung nicht durchsichtiger Substanzen wird eine 
ebene akustische Welle in einen passend geformten prismatischen Probe- 
_k6rper eingeleitet und die Brechungswinkel der austretenden Schall- 
strahlen bestimmt. Die Schallstrahlen werden dabei mit einem Schlieren- 
verfahren oder allgemeiner mittels eines Sekundarinterferenzverfahrens 
sichtbar gemacht. 

Die Methoden der zweiten Gruppe — die Resonanzverfahren — be- 
_notigen einen weit geringeren apparativen Aufwand und erreichen auch 
im allgemeinen nicht den Genauigkeitsgrad der kombinierten akustisch- 
optischen Methoden. Trotzdem sind Resonanzverfahren bei Verwendung 
tiefer Frequenzen (etwa 20 bis 50 kHz) unentbehrlich, da im ange- 
gebenen Frequenzbereich die auftretenden Wellenlangen mit den 
Linearabmessungen des Probekorpers vergleichbar werden konnen und 
damit die Methoden der erstgenannten Gruppe ausschlieBen. 

Sehr bekannt ist die Bestimmung der elastischen Konstanten aus 
den Resonanzfrequenzen eines diinnen Stabes, welcher in Langs-, bzw. 
Torsionsschwingungen angeregt wird. Im allgemeinen ist man bei 
Resonanzverfahren auf die Verwendung diinner Stabe oder Platten be- 


1 BERGMANN, L.: Der Ultraschall und seine Anwendung in Wissenschaft und 
Technik. 5. Aufl. 1949. S. Hirzel-Verlag, Stuttgart. 
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schrankt, da die Berechnung der Eigenfrequenzen fiir kompliziertere 
Konfigurationen auf zu groBe analytische Schwierigkeiten st6Bt, oder 
zu Eigenwertgleichungen fiihrt, welche fiir meBtechnische Zwecke un- 
brauchbar sind. 

In einer friiheren Arbeit? wurde auf Grund eines allgemeinen 
stérungstheoretischen Verfahrens die Anderung der Eigenfrequenz be- 
rechnet, welche ein elastischer isotroper Korper durch kleine aber sonst 
beliebig vorgenommene ortsabhangige Variationen seiner elastischen 
Konstanten erleidet. Mit der angefiihrten Methode lieBen sich ins- 
besondere die Frequenzanderung eines fliissigkeitserfiillten kreis- 
zylindrischen Resonators berechnen, in welchen eine stab- oder platten- 
formige Probe einer elastischen Substanz eingebracht wird. Umgekehrt 
kann man daraus durch experimentelle Bestimmung der hervorge- 
rufenen Verstimmungen die elastischen Konstanten des betreffenden 
Mediums ermitteln. 

Im folgenden soll das koaxiale Zweischichtenproblem fiir die Grund- 
schwingung strenge gelost und durch einen passenden Grenziibergang 
unser diesbeziigliches Ergebnis in [1] wiedergewonnen werden. Eine 
analoge Behandlung der plattenformigen Schichtung ist strenge mit 
elementaren Hilfsmitteln nicht modglich. Doch ergibt sich fiir diinne 
Platten eine brauchbare Naherungslésung, welche wiederum mit der 
in {1] durch Storungsrechnung gefundenen Lésung tibereinstimmt. 


§ 2. Rand- und Stetigkeitsbedingungen. 


Wir charakterisieren das elastische Medium durch die LAMEschen 
Konstanten w und A und nehmen synchrone Schwingungen des Feld- 
vektors 


Ss = §° F(t) = 5+ et 
an. Dann wird der Schwingungszustand durch die Differentialgleichung 
—ew'?s=div P=udAs+(u-+A) graddivs (1) 
beschrieben. Dazu treten noch die Rand- und Stetigkeitsbedingungen, 
die der Verschiebungsvektor s zu erfiillen hat. 
Als Randbedingungen sind prinzipiell alle jene Randbestimmungen 
von s oder der Ableitungen von s zugelassen, welche in Verbindung mit 


Gl. (1) eine widerspruchsfreie Auflésung des Systemes gestatten. Dazu 
gehéren vor allem die Randbedingungen 


5 = p, bzw. s=0 (homogenes erstes Randwertproblem (2 a) | 
und | 
Pim Pon, P= 0 (freier Rand) (2 b) | 

wobei so, Pon beliebig waihlbare Funktionen lings der geschlossenen 
Randflache F bedeuten. Es sind aber auch schwachere Randbedingungen 


2 LeDINEGG, E. und P. URBAN: Zur Theorie der Eigenschwingungen isotroper 
elastischer Medien. Acta Phys. Austr. 7, 420 (1953). 
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moglich und physikalisch sinnvoll, wenn die Lésungsmannigfaltigkeit 
von Gl. (1) durch Zusatzbedingungen eingeschrankt wird?. Nimmt man 
als Nebenbedingung 


rots = 0 
an, so geniigt es, am Rande statt Gl. (2a), bzw. (2 b) 


(s,1t) = ($5, 12) 
bzw. 
(Pn; = (Po tt; 0) 
zu fordern. Das zugehérige Eigenwertproblem ist dann durch die Rand- 
bedingung 
(s,n) =0 (3 a) 

(Py, nh 0 (3 b) 
gegeben. 

Bei einem geschichteten Medium, in welchem sich die elastischen 
Konstanten langs einer oder mehrerer Flachen ®; sprunghaft andern, 
hat man noch das Verhalten der Feldvektoren s, P n beim Durchtritt 
durch ®; anzugeben. Wir unterscheiden dabei die drei Falle: 

a) Schubspannungsfrei aneinandergrenzende Medien. 

b) Festes Medium grenzt an schubspannungsfreies Medium. 

c) Feste aneinandergrenzende Medien. 

Die dazugehérigen Stetigkeitsbedingungen lauten bekanntlich*, wenn 
die FeldgréBen auf beiden Seiten der Sprungflache durch die Indizes 1 
und 2 unterschieden werden: 


3 Zum Beispiel werden die erzwungenen Schwingungen eines elektro-magneti- 
schen Hohlraumresonators durch die Differentialgleichung 
rot rot € — k?¢ = 0, Rh? = Oe 
mit der Randbedingung 
(0) 
(En) =€9 


festgelegt. Hier geniigt schon die Vorgabe von nur zwei Komponenten von ©, 
um den Feldzustand eindeutig zu charakterisieren. Der Grund hiefiir ist durch 


die Aquivalenz des obigen Systemes mit 


AE+kE=0 (a) 
divE =0 (8) 
(En) = ¢ 


gegeben. Nun gestattet die Differentialgleichung (a), wie man sofort sieht, die 
Vorgabe des ganzen Vektors © langs des Randes und ergibt ein Feld, welches im 
allgemeinen die zusatzliche Bedingung (f) nicht befriedigt. Infolge des Hinzu- 
tretens von (8) wird also das System bei Vorgabe von € = &() am Rande iiber- 
Ojae: hb a 
bestimmt und erst durch die schwachere Forderung € = ¢) eindeutig lésbar. 


4 Scnocn, A.: Schallreflexion, Schallbrechung und Schallbeugung. Ergebn. 
d. exakt. Naturwiss. Bd. XXIII, S. 127—234. 1950. 
2* 
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(Pi Wr na) (4a) 
(5, 1) = (39, n) 
Pig ott | Ae 
(51, 1) = (89, N) i AB) 
Pin=P,n fae 
$= S55 


Bei Bestehen von c) wird vorausgesetzt, daB die beiden Medien anein- 
anderhaften. Die Stetigkeitsbedingungen Gl. (4) geniigen dem Energie- 
prinzip. Dieses lautet fiir einen bestimmten abgegrenzten Volums- 
teil V, wenn mit W der elastische Energieinhalt innerhalb V bezeichnet 


wird: 
2W= { P-Sdr=— | (e.i0P) ae + D (Pusat (5 a) 
Vv 4 


FE 
Wir denken uns die Sprungflaéche durch eine Schicht V (A x) endlicher 
Dicke A % ersetzt, in welcher die Mediumskonstanten stetig von den 
durch den Index 1 zu den durch 2 charakterisierten Werten tibergehen 
sollen. Geht man dann mit 4 x — 0, so ergibt Gl. (5), wenn wir beachten, 
da8B W mit A x gegen Null strebt®, zunachst: 


0 =—lim | (s, div P) dt + fw, n, s) — (Py 1, s)} df 
mney x) F 


Nun ist mit Gl. (1) 


lim | (s, div P) dt = — lima? | as area 
Ax—>0 Ax—0 ,. 
V(4x) V(4x) 


da s eine beschrankte Funktion darstellt, und es bleibt: 
| {(P, 1, 5,) — (Ppt, s)} df = 0 
F 


oder: 
(Pn, s,) — (Pg n, 55) = 0 (5 b) 
Setzt man p = P, n = Py n (Prinzip von actio und reactio) und 
(51, n) = (89, n) 
(letztere Gleichung schlieBt eine Durchdringung, bzw. eine Vakuums- 
bildung aus), so kommt: 


(p, 4°) —s,)) = 0 (5 c) 
Gl. (5c) wird entweder befriedigt, wenn 
5,1) = 5,(2), [pn] 0 (a) 


° Die Komponenten des Deformationstensors S und des Spannungstensors P 
werden als endliche GréB8en vorausgesetzt. 
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oder 
4D) SZ 5,(2), (p, 0] -—= 0 (2) 


gilt. Der Fall (a) wird durch c) realisiert, wahrend (8) bei a) und b) 
eintritt, da p wegen der mindestens in einem Medium vorhandenen 
Schubspannungsfreiheit in Richtung von n liegen muB. 


§ 3. Stab und Platte im Kreiszylinder. 


Die radialen Dehnungsschwingungen eines homogenen zylindrischen 
K6rpers sind wohlbekannt® und in einfacher Weise durch BESSFL- 
Funktionen darstellbar. Das vorliegende Problem der radialen Dehnungs- 
schwingungen eines axial geschichteten Zylinders ist mathematisch kaum 
schwieriger zu behandeln, stellt aber vom meBtechnischen Standpunkt 
gesehen den interessanteren Fall dar. 

Die zu messende stabf6rmige Probe wird namlich im Resonator keine 
allzugroBe Verstimmung hervorrufen und man ist daher in der Lage, 
Proben aus verschiedenen Materialien mit nur einem MeBsender, dessen 
Frequenzbereich durch die Halbwertsbreite des akustischen Schwingers 
gegeben, also im allgemeinen nicht groB ist, zu untersuchen. 

Wir betrachten im folgenden reine Dilatationsschwingungen und 
setzen demnach 


s = grad U (6) 
Fiihrt man Gl. (6) in Gl. (1) ein, so folgt: 
2 
grad{AU+h2U}=0 mit k= Ree (7a) 
Am Rande haben wir die homogenen Bedingungen 
aU 
Pa ae (7 b) 
oder 
(P it.n) = 9 (7 c) 
zu fordern. 
Der Spannungstensor P ist durch 
P=2uS+Adivs-E=2uS—ARU-E, (8 a) 


eas), pani osn = {: : of 
gegeben. Mit S bezeichnen wir den Deformationstensor, dessen Kompo- 
nenten Sj, in einem allgemeinen orthogonalen Koordinatensysteme 
[, %, %5) mit 
] ( Ou; OUR 0ep, 0€; 


oa es 


ek - UR Ui + O;,% cigs Foe ono 
a Ox; Xp 


— ey 
2 €; Ck OXk 


6 Handbuch der Physik VI. Springer-Verlag, Berlin. 1928. 5S. 401. 
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bestimmt sind. Fiir Zylinderkoordinaten, (7; =7, %2 =, %3 = 2) 
erhalt man daraus i 


Ou; it (! Ou, 4 Ou, 1 | 1 (% 4. 
? ane sarl Aa On ea lee gas 


ar’ 2\r tp aw +r 2\02 > oF 
1 (ou, 1 [du, , 1 Mg 
S=] Sor 1 (248 + wa) He ee ap 
OuUz 
Ss S30, Oz. 


Wir suchen nunmehr die Lésungen der Differentialgleichung (7 a) mit 
der Randbedingung (7b) in einem Kreiszylinder (Radius R, Hohe 2), 
in welchem sich ein fester zylindrischer K6rper (Radius 7) < FR) mit den 
Mediumskonstanten (Q,, /,, 4,) befindet, zu bestimmen. Im Raume 
% <7 < Rwird ein schubspannungsfreies Medium (09, A.) angenommen. 
Die Stetigkeitsbedingungen gemaB Gl. (4b) langs 7 = 7 lauten: 


(Sy, er) = (Sg, er) (9 a) 
(Py er, er) = (Po er, er) (9 b) 
(Pe, e:) = 0 (9 c) 
(P, ¢,, &9) =0 | (9) 


Das vorliegende skalare Problem ist schon durch zwei Anpassungs- 
bedingungen mathematisch vollstandig bestimmt. Als solche verwenden 
wir Gl. (9 a) und Gl. (9 b) und stellen nachtraglich fest, welche der aus 
dem System Gl. (7 a, b) und (9a, b) resultierenden Eigenschwingungen 
mit Gl. (9 c) und (9 d) vertraglich sind. 

Gl. (7 a) gestattet die partikulare Losung 

U =Zn (Br) + cos (yz— 9%) sinmp mit b2=k?—y? (10a) 
wobei y, @ beliebige Konstanten darstellen. Zunachst wird die Rand- 


bedingung (7 b) durch die aus Gl. (10 a) folgenden den Raumen 1 und 2 
zugeordneten speziellen Lésungen U@ und U®) befriedigt: 


Uh == 6) Im (By 2) Cos <* zsin mp (10 b) 
U® = {]m (Bar) + a Nm (By 7)} cos “asin m p (10 c) 
mit 2 
B,2 = hy? a2 _ a” Oy 
m’ (by R 7: onan yh oe 
ees {Bs ) und l ; A, + 2m (11 ) 
Nu’ (By R) é i no W” 05 
eel ieee Olea va 
l As 


Aus den beiden Anpassungsbedingungen (9 a) und (9 b) 
Cy By I'm’ (81%) —a By Nm’ (By 1%) = Bo Im’ (Bo %) 
C1 {2 By? Tm" (By 1) — Ay hy? Jm (By %)} + Ag hy? Nn (By %) = 
= — Ag ky? Im (Bz 7) 
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erhalt man: 


By Im’ (By %) Bz Im’ (Bz 70) 
ee 26 By? Jm'” (By %) — Ay Ry? Jim (By 1%) = —Ag hy? Jim (Bo 10) (11 b) 
By Im’ (By 7%) — By Nm’ (By 7%) 


2 By” Tm’ (By %9) — Ay Ry? Tm (By 7%) Ag Ra? Nm (Bo 7%) 
Die Gleichsetzung von Gl. (11 a) und (11 b) liefert dann die Eigenwert- 
gleichung: 


Tm’ (Bo R) - Ay By Ry” Im’ (By %) Tm (Ba %) + 

Nm’ ( R) Ay Ry? By Jm' (By %) Nm (Bg 1%) + 
++ Be Im’ (Bo %o) {2 6 By? Im” (By 79) — Ay Rv? Im (Bs 70) 
+ Bo {20 By? Jm'” (By %9) — Ay hy? Im (By %)} Nm’ (Bx 70) 


Wie man sich leicht tiberzeugt, liefert diese nur fiir radiale Dehnungs- 
schwingungen (m = 0, = 0) einen physikalisch sinnvollen Schwin- 
gungszustand, welcher durch 

Peau 
ane 4 
gegeben ist, wahrend fir m ~0, ~ #0 die Stetigkeitsbedingungen 
(9c) und (9d) nicht erfiillt werden. Mit den Abkiirzungen k, 7) = 4,, 


ky % = 4 erhalt man aus Gl. (12 a) die Eigenwertgleichung der radialen 

Dehnungsschwingungen zu 

Jo (kg R) uy Z _ Ay Ry J (41) Tg (2) + hy Jo’ (42) {24 To" (41) A Jo (41) 

No’ (kp R) N — Aghy Iq’ (4) No (42) +h No! (42) {2 Jo’ (44) —Ax 0 (41) $ 
(12 b) 


Damit ist prinzipiell das Eigenwertspektrum fiir den angefiihrten 
Schwingungstypus gegeben. Fiir diinne Stabe (79/R < 1 bei beliebigem 
uw und A,) gewinnt man daraus eine explizite Frequenzformel, auf welche 
wir weiter unten eingehen. 

Ganz analog kénnen die Eigenschwingungen eines kreiszylindrischen 
Hohlraumes, in welchem eine planparallele zylindrische Platte der Hohe h 
- eingebracht ist, behandelt werden. 

An Stelle von Gl. (10 b) und (10c) hat man jetzt in den Raumen 
1 und 2 die Potentiale 


UD = & Jim (B71) cosy, zsin mp (13 a) 
U2) — Tm (B 7) cosy (z—/) sin m (13 b) 


Uu 


==\(()). Uy = Ug = 0 


mit 
ee. 


b=) 11 = VRP B, Ye = Vk? — B? 


anzunehmen, wobei der Ansatz (13) auBer Gl. (7 a) die Randbedingung 
(7b) identisch befriedigt. Die zu Gl. (9a, b) analogen Stetigkeits- 
bedingungen 
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(Sz, €z) = (Sp, es) (14 a) 
tP 1 &z, & ra) cae Be ez, ez) (14 b) 
(Py ez, &p) = (14 c) 
(Pree) = ; (14 d) 
liefern unmittelbar die Eigenwertgleichung 
OE Skim wd a (15 a) 


Zum Unterschied der radialen Schichtung existiert hier kein Schwin- 
gungstyp, welcher die Bedingungen Gl. (9c, d) simultan erfillt. Fiir 
m = 0 wird wohl noch Gl. (14 c) befriedigt, wahrend man an Stelle von 
Gl. (14 d) 

Ou Ou Cd Oh : 
a = 2 laa C+: Byi,Jo (Br) siny,h 40 (15 b) 
erhalt. Aus Gl. (15 b) ersehen wir, daf nur im speziellen Falle y, h = nz 
Gl. (14 d) streng erfiillt ist. Naherungsweise verschwindet jedoch (Pez, ey) 
bei geringer Plattendicke (y, # < 1), aber auch fiir y, = Vk? — Pa 
mit beliebigem #. (Das heiBt die Mediumskonstanten des Raumes 1 
sollen nur wenig von jenen des Raumes 2 verschieden sein, eine Be- 
dingung, welche in [1] ganz allgemein vorausgesetzt wurde.) 


CP ez, ey) — 


§ 4. Vergleich mit den stérungstheoretischen Ergebnissen. 


Die Eigenwertgleichungen (12 b), bzw. Gl. (15a) sind in der vor- 
liegenden Form fiir meBtechnische Zwecke ungeeignet. Unter der Vor- 
aussetzung diinner Stabe (7)/R < 1), bzw. diinner Platten (y, 4 < 1) 
gelingt es jedoch ohne Schwierigkeit, die Frequenzainderungen explizite 
anzugeben. 

Wir entwickeln zunachst die linke Seite Z/N von Gl. (12 b) nach den 
auftretenden Argumenten a, und a,. Fiihrt man die fiir kleine x-Werte 
geltenden Entwicklungen der auftretenden BEssEL-Funktionen 


Jo (%) = 1+ 0 (x?) und No (x) = Sell ag 
Ii) =—F+0(9) No (2) =—N, (x) = 


‘rt 1 9 
Jo" (X) ==> + 0(04 
in Z/N ein, so erhalt man unmittelbar: 
2 ky 1 


Va 
7 Re (uu | A,) % 


Z = hike Paes 2 
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Daraus ist: 


Z 2 9 Ag — (te + Aj) : 
N ra ay he (16 a) 
Bei der Entwicklung der rechten Seite von Gl. (12 b) hat man zu be- 
achten, daB fiir r9/R < 1 auch ky wenig von k,) = y'9,/R_ verschieden 
ist. Wir entwickeln Jo’ und N,’ in eine TayLorsche Reihe an der 
Stelle k, und diirfen diese mit dem zweiten Gliede abbrechen; es ist 


Jo =—R (hy — hg) Jy’ (hy R) 
Ny ieaS N, (Ry k) a5 R (Ry > hk) Ny’ (R, k) 
Bis auf Glieder, welche klein von héherer Ordnung sind, wird dann: 
Jo (RoR) _ R (Ry — hy) Jy’ (Ro R) 


No (Rp R) Ny (a R) 
Beniitzt man die Identitat 
2 


Ni Jo—NoeJ; ~ 7 kx) R 
und beachtet, daB J»’ = — J, (ky R) = 0 ist, so kommt: 
2 2 
ma I Ry R Jy (Rg R) i Rx) R Jig (Ry R) 
Dabei machten wir noch von der bekannten Identitat 


Ny 


2 
Jo Ja i, R Ji 
Gebrauch. Wegen 


1 
Iv =~ Frags + Jo und J (Rg R) = 0 
wird schlieBlich 
Jo (Ry R) R 
2 = — — (k, — hk, ) hy Jy? (ko R 16 b 
Ny’ (> R) 5 (Fe 2!) 0 he) Jo? (Re ) ( ) 
Aus Gl. (16a, b) folgt dann nach kurzer Rechnung, wenn 
kg—k, dw 
EO oe 
gesetzt wird, die Frequenzanderung durch Einfiihrung des Stabes zu: 


do 1 {Ag— (u + A)} [ 70)” 1 
= = eT (17 a) 
5 2 b+ A R} Jo" (ka R) 
fiir 
ro 
R <1 
Unter der Voraussetzung 
e 
j ) 
Le iis ae a (18) 


ho Ao 2) 
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fanden wir in [1] aus der allgemeinen Beziehung 


ie Py-So+ ee (So, div P| at 
6w Air e 


o 
i) Po* So dt 


Vv 
die entsprechende Formel 
do — 1 {A,— (« + A,)} 1 oy (17) 
a Ay Jo” (ko R)\R 


Um Gl. (17 a) mit Gl. (17 b) zu vergleichen, miissen in Gl. (17 a) noch die 
Bedingungen (18) eingefiihrt werden. Bis auf Glieder, welche klein 
von mindestens zweiter Ordnung sind, gilt dann 


Ag (t+ 4) Ag—(u+ A) 
As uta, 
und Gl. (17 a) wird mit Gl. (17 b) identisch. 
Analog zur Ableitung von Gl. (17a) bekommt man nach dem 


gleichen Approximationsprinzip aus der Eigenwertgleichung (15 a) die 
Frequenzanderung, die eine diinne Platte im Resonator hervorruft. 


Wegen y,h<1 und y,/ <1 ist zunachst: 


yr h V2" h) 
Quy? + Ay RP Ay h.? 
Fiir die linke Seite der obigen Gleichung erhalt man in erster Naherung: 
yh oy h : h 
2uyy2+ A, ky? p.\2 ; =) 
; ay 2u+a\- 26@+A,)1 Wasa | 
al QO; Ay 


- wobei wir von den Beziehungen 


k,\2 il b(9)\ 2 O>\2 0. 
() ee id gf ee ee) ee 
Y1 —(h") ky | ee 


y 
Gebrauch machten. 
Da sich fiir die rechte Seite in der gleichen Naherung 


Yor 20m 
Ag hs?” =A, Ws, 
ergibt, erhalt man die gesuchte Frequenzanderung zu 


Ow a lh Ag (19 a) 
pe a * 


Oa Def —1 
: {ay 4 aft ade th 
Oy hy 
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Wird nicht nur h// <1 angenommen, sondern auch das Bestehen der 
Ungleichungen (18) vorausgesetzt, so findet man unter Beachtung von 


1 2 (2u+A,) 2) 
Oy Ay 
die Formel 
derive lick | Q2— @1 | 


welche mit der stérungstheoretisch abgeleiteten Beziehung Gl. (42) in 
[1] véllig iibereinstimmt. 

Die Formeln (17) und (18) wurden unter der Voraussetzung einer 
schallharten Berandung abgeleitet. Wir bemerken, daB man ebenso 
einfach unter Zugrundelegung der Randbedingung (P n, n) = 0 die ent- 
sprechenden Beziehungen, welche fiir einen freien Rand gelten, ge- 
winnen kann. Fiihrt man das zylindrische GefaB aus einem méglichst 
diinnwandigen Material aus (z. B. aus Messingblech), so wird die Rand- 
bedingung Gl. (7c) praktisch naherungsweise erfiillbar sein. Uber die 
experimentelle Auswertung des hier geschilderten MeBverfahrens be- 
richten wir an anderer Stelle. 


Experimentelle Priifung der inneren Reibung von Holz. 


Von 
Edmund Ptaenik. 


Aus dem Institut fiir Niederfrequenztechnik der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 6 Abbildungen. 


(Eingelangt am 25. Mérz 1953.) 


Zusammenfassung. 


Aus der Resonanzfrequenz und der Halbwertbreite der Resonanzkurve, bzw. 
der Nachhallzeit eines zu Longitudinal- und Transversalschwingungen angeregten 
Stabes folgt der E-Modul und die Innere Reibung des Materiales. Klanghélzer 
zeichnen sich durch eine geringe innere Reibung bei tiefen Frequenzen und eine 
verhaltnismaBig groBe innere Reibung bei hohen Frequenzen aus. Die innere 
Reibung bei tiefen Frequenzen bringt eine mechanische Hysterese des Holzes 
zum Ausdruck, die weitgehend von der Temperatur und dem Feuchtigkeitsgrad 
des Holzes unabhangig ist. Die innere Reibung bei hohen Frequenzen dagegen 
wachst mit zunehmender Temperatur und zunehmendem Feuchtigkeitsgrad. 


Kinleitung. 


Seit langem ist bekannt, daB die Art des Holzes einen wesentlichen 
EinfluB auf die klangliche Qualitat eines Toninstrumentes ausiibt. 
Musikinstrumentenbauer bemiihen sich seit jeher um die Beschaffung 
hochwertiger Tonhélzer. STRADIVARI hat mit gréBter Sorgfalt aus den 
sechzig ihm zur Verfiigung stehenden Fichtensorten die zwei hoch- 
wertigsten ausgesucht und STEINER z. B. pflegte sich an den HolzreuBen 
aufzustellen und nach dem Klang der herabfallenden Staémme die ge- 
eignetsten auszuwahlen. Jeder Musiker weiB, daB eine alte und abge- 
spielte Geige sich anders verhalt, als eine, die eben die Werkstatt ver- 
lassen hat und es ist nicht nur eine ihrer Launen, daB sie in der Regel 
alten Geigen den Vorzug geben. 

Die modernen elektroakustischen Mittel erméglichen es ohne weiters, 
die klanglichen Eigenschaften der verschiedenen Hélzer meBtechnisch 
zu erfassen. Es ist bekannt, daB es auf den Elastizitatsmodul des Holzes 
ankommt, daB die Dicke der schwingenden Teile wesentlich ist und daB 
vor allem die innere Reibung fiir die Ausgleichsvorgange der Instrumente 
und fir ihre Tragfahigkeit im Orchester eine wichtige Rolle spielt. 
In den letzten Jahrzehnten hat man wiederholt Untersuchungen bei 
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tiefen Frequenzen und unter Beschrankung auf Langsschwingungen 
durchgefithrt. Diese Einseitigkeit fiihrte zu der irrtiimlichen An- 
schauung, daB der Verlustfaktor des Holzes weder von der Frequenz, 
noch von der Schwingungsform des Holzes abhangt. Wie in folgendem 
gezeigt wird ist aber die innere Reibung der fiir die Schallabstrahlung 
maBgebenden Transversalschwingungen von der fiir Longitudinal- 
schwingungen vollig verschieden und stark frequenzabhangig. Im Gegen- 
satz zu frischen Hélzern zeigt es sich, daB gerade die innere Reibung 
der alten Hélzer bei tiefen Frequenzen sehr gering ist, bei héheren 
Frequenzen aber stark mit der Tonhéhe zunimmt, so daB alte In- 
strumente in der Regel sehr tragfahig und warm klingen, den modernen 
Instrumenten aber wegen der starken Dampfung bei hohen Frequenzen 
an Frische und Brilanz nachstehen. Die in folgenden beschriebenen 
Untersuchungen sollen einen ersten Uberblick tiber die Schallabstrahlung 
alter und neuer Holzsorten geben und die Grundlage fiir weitere Unter- 
suchungen schaffen. 


MeBverfahren. 


Regt man einen Holzstab durch anschlagen an, so klingt er in einer 
bestimmten Tonhéhe nach, das heiBt er sendet Energie in Form von 
Schallwellen aus. Regt man den Stab mit stindig wachsender Frequenz 
an, so ergeben sich Resonanzstellen, bei denen er besonders stark 
schwingt. Ihre Lage bestimmt den E-Modul. Ihre Scharfe, das heiBt 
die Frequenzbreite der Tonbereiche maximaler Schwingungen, die 
innere Reibung des Holzes (Abb. 1). 
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Abb. 1. 


MeBanordnung: 

Der zu priifende Stab wird auf zwei Seidenfaden hangend an einem 
Ende durch eine Tauchspule die in einem Topfmagnet schwingt, erregt. 
Am anderen Ende des Stabes wird die Schwingung durch eine Tauch- 
spule abgenommen und iiber einen Verstarker dem MeBinstrument Zu- 
gefiihrt. Die in dem Topfmagneten schwingende Tauchspule erwies 
sich bei hohen Frequenzen wesentlich wirksamer als die tiblicherweise 
verwendete magnetische Anregung. Ein geeichter Zusatzkondensator 
im Schwebungssummer erméglichte eine auf Bruchteilen eines Hertz 
genaue Einstellung der Frequenz. Aus der Halbwertbreite der Resonanz- 
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kurven, das heiBt der Frequenzbreite innerhalb der die Amplitude 


groBer als das 1/|/2-fache des Maximums ist, folgt der Verlustfaktor 
des Materials auf Grund folgender Beziehung (Abb. 2). 
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Bei tiefen Frequenzen ist die innere Reibung hochwertiger Holzer 
sehr gering, so daB eine direkte Messung der Halbwertbreite schwierig 
ist. Bei Frequenzen unterhalb 300 Hz wurde daher statt der Resonanz- 

breite die Abklingdauer wahrend 
j der die Amplitude auf den e-ten Teil 
absinkt, gemessen und die innere 
Reibung auf Grund der Beziehung 


¥ On 7s 2 te 
7) Xe 21. 1, n x 
te = Abklingdauer, 
ie 
berechnet. 
Abb. 2. Trennung von _longitudinalen 


und transversalen Schwingungen. 
Gewisse Schwierigkeit bereitet die Unterscheidung zwischen longitu- 
dinalen und transversalen Schwingungen des Stabes. Zu Beginn der 
Untersuchungen wurde durch Abtasten mittels eines Tonarmes die 
Schwingungsform gepriift. Spater erwies es sich als einfacher die 
Resonanzstellen zu berechnen und die Schwingungen bei denen eine 
Unterscheidung nicht mit Sicherheit festgestellt werden konnte, von 
der Auswertung auszuschlieBen. In Zweitelsfallen konnte durch Ver- 
kiirzung des Stabes eine entsprechende Trennung der Schwingungs- 
arten erreicht werden. 


Die Schwingungsgleichung. 

In der Akustik pflegt man die inneren Verluste durch komplexe 
Elastizitatskonstanten zu beriicksichtigen. Ein komplexer E-Modul 
bedeutet namlich eine Phasenverschiebung zwischen Kraft und De- 
formation und daher eine Umsetzung mechanischer Energie in Warme. 
Die Differentialgleichung fiir longitudinale Schwingungen eines Stabes 
nimmt dann folgende Form an: 


ote  E O*e 
PS <n eee 
Ihre stationare Lésung lautet: 
C= Ce Orem hae 
Einsetzen in die Differentialgleichung mit: E = Ey (1+ 77) ergibt: 


7 (a9 0) S 4 kor (1 +7) &=0 
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(wm ++ 7 0)? = Co? (1+ jm) hy? 
wm +70=C,)(1+ 77/2) 
o—ay7/2 
n= Verlustfaktor des E-Moduls, 6 = Imaginiirteil der Abklingkonstante. 
Fur transversale Schwingungen gilt entsprechend die folgende Glei- 
chung mit: 
ia ae 0 lea S 
ar? a o°g ax4 
Ihre stationare Lésung lautet: 
E = &,- ef (479). sin ky x 


= 0. 
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Abb 35. Der Verlustfaktor von verschieden alten Klangfichten und einer Baufichte in Abbangigkeit von der 
Frequenz fiir Longitudinalschwingungen. 


Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit E = E, (1+ 77): 
(Po +[are+— As. + jn) £=0 
(m + 7 0)? = Co* (1 +47) Rot 
m+ 70= Cy? (1 +77) ko 
6—=—wy/2 
Da die Abklingkonstante mit dem mit der sekundlichen Schwingungs- 
-zahl multiplizierten Dekrement @ identisch ist, gilt folgende Beziehung: 
On 
iam 


Abb. 3 zeigt die fiir longitudinale Schwingungen gewonnenen Ergeb- 
nisse. Da jeweils der gesamte Querschnitt des Stabes mit der Frequenz 
schwingt, sind die Streuungen der MeBpunkte verhaltnismabig gering. 
Aus den Kurven geht hervor, daB bis zu etwa 1500 Hz der Verlust- 
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faktor des Holzes konstant bleibt, dann aber mit der Frequenz an- 
steigt. Der konstante Verlauf von 7 entspricht konstanter Energie- 
verluste pro Schwingungsperiode und l48t auf mechanische Hysteresis 
schlieBen. Der ansteigende Teil der Kurve geht auf das Uberhand- 
nehmen der geschwindigkeitsproportionalen Verluste auf Grund der 
inneren Reibung mit wachsender Frequenz zuriick. Fir den Musik- 
instrumentenbau sind die transversalen Schwingungen in erster Linie 
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Abb. 4. Der Verlustfaktor von verschieden alten Klangfichten und einer Baufichte in Abhangigkeit von 
der Frequenz fiir Biegeschwingungen. 


von Interesse, da sie die Ursache der Schallabstrahlung sind. Bei 
diesen Schwingungen spielt die Faserung und Verlauf der Jahresringe 
im Querschnitt bereits eine wesentliche Rolle. Die MeBpunkte streuen 
daher bedeutend starker als die fiir longitudinale Schwingungen. 
Abb. 4 zeigt die fiir Transversalschwingungen charakteristische Zu- 
nahme der inneren Reibung mit wachsender Frequenz, die fiir den 
guten Klang der Musikinstrumente erforderlich ist. 


MeBergebnisse in Abhingigkeit vom Feuchtigkeitsgehalt des Holzes. 


Die Messungen wurden bei normaler Luftfeuchtigkeit und nach 
48stiindiger Lagerung in Wasser durchgefiihrt. Die Abb. 5 zeigt einen 
Vergleich zwischen feuchtem und trockenem Holz. Man erkennt, daB 
der hysteresisartige Teil der Dampfung sich durch die Feuchtigkeit nicht 


andert, wahrend die frequenzabhangige Dampfung wesentlich starker 
wurde. : 
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MeBergebnisse bei Erwarmung des Holzes. 
Wie die einzelnen MeBergebnisse nach Abb. 6 erkennen lassen, steigt 
der Wert der Dampfung mit zunehmender Erwdrmung stark an, und 
zwar sowohl der frequenzabhangige als auch der frequenzunabhingige Teil 
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Abb. 5. Die Abhangigkeit des Verlustfaktors vom Feuchtigkeitsgehalt. 
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Abb. 6. Die Abhangigkeit des Verlustfaktors von der Temperatur. 


der Dampfung. Ein Musikinstrument miiBte daher weicher und etwas 
dumpfer klingen. Die Musiker sind sich dieser Tatsache sehr bewuBt und 
pflegen ein Instrument vor dem Spiel in warmen Raumen aufzubewahren 
und es vor Konzerten langere Zeit abzuspielen. Ob dieses Abspielen auch 
eine Verringerung der inneren Reibung auf Grund mechanischer Behand- 
lung des Holzes zur Folge hat, konnte bisher noch nicht festgestellt werden. 
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MeBergebnisse in Abhangigkeit von’ Vorbehandlungen. 


Die Versuchsstabe wurden verschiedenen Vorbehandlungen unter- 
zogen, so z. B. einer halbstiindigen Beschallung mit Ultraschall sowie 
durch langeres mechanisches Anschlagen des Stabes. Weiters wurden 
verschiedene Querschnittsformen von Staében wie Vierkant, rund und 
ellipsenférmige gemessen. Keine dieser Vorbehandlungen und Quer- 
schnittsanderungen ergaben eine eindeutige Anderung der Dampfung 
der entsprechenden Holzsorten. 

Es folgt eine Tabelle, die einen zahlenmaBigen Vergleich der einzelnen 
Holzsorten ermdéglicht. 


Bauholz Klangholz 
Lagerzeit 
jolie reer oe 1 3 70 
1/4 : Bauholz 0 0 1 
kammer 
Cae my Seks 5 130 5 720 5 000 4 500 5 370 6 060 
E...kg/cm? 133.000 | 153 600 91 000 82 300 112 600 | 198 000 
o...kg/dm? 0,504 0,468 0,566 | 0,407 0,389 0,536 
c... Schaligeschwindigkeit, E ... Elastizitatsmodul, 0 ... Dichte 


Diese Vergleichswerte lassen erkennen, daB die Schallgeschwindigkeit 
im allgemeinen mit der Trockendauer zunimmt, ebenso der E-Modul, 
wahrend die Dichte durchwegs abnimmt. Allerdings treten individuelle 
Abweichungen auf. So ist z. B. die Schallgeschwindigkeit c der ein 
viertel Jahr lang getrockneten Fichte grdBer als die der zehnjahrigen 
Fichte. Der Wert steigt nach weiterer Trocknung in der Trocken- 
kammer, also ist die ansteigende Richtung gegeben. Auch die frequenz- 
unabhangige Dampfung ist von der Lagerzeit abhangig, wahrend der 
frequenzabhangige Teil nicht beeinfluBt wird. 

Eine Folgerung aus diesen Messungen ware, daB man Klangholz 
vor seiner EKinlagerung durchmessen miiBte, um festzustellen, ob es sich 
prinzipiell fiir eine Einlagerung eignet. Weiters kann man auf Grund 
des Frequenzverlaufes der Dampfung schon in Umrissen angeben, ob 
ein Musikinstrument hell oder dumpf klingen und ob es musikalisch 
tragfahig sein wird. Durch eine Zusammenfassung aller auf diesem 
Gebiete durchgefiithrten Messungen und Ergebnissen miiBte es in Zu- 
kunft moéglich sein, einerseits die Klangqualitaét eines Musikinstrumentes 
mit groBter Genauigkeit vorauszubestimmen und andererseits am fertigen 
Instrument durch eine Art Normierung der durchgefiihrten Proben, 
bzw. durch Versuche, sich von den rein subjektiven Beurteilungen 
einzelner Musikinstrumentenbauer frei zu machen. 


Paarvernichtung im homogenen Magnetfeld. 
Von 


E. Kroupa und H. Robl. 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 
(Eingelangt am 2. April 1953.) 


Es wird der Einflu8 eines homogenen Magnetfeldes auf die Vernichtung von 
Elektron-Positron-Paaren mit Emission von zwei Lichtquanten untersucht. 
Wahrend bei Abwesenheit eines Feldes die Lichtquanten im Schwerpunktsystem 
der Elektron-Positron-Paare mit gleich groBer Energie in entgegengesetzter 
Richtung wegfliegen, wird durch ein Magnettfeld parallel zur Bewegungsrichtung 
der Elektronen und Positronen eine schwache Energie- und Winkelverteilung der 
Lichtquanten verursacht. 


Mit Hilfe von Lésungen der ScHRODINGER-Gleichung und Drrac- 
Gleichung die JoHNsoN und Lippmann! ausfiihrlich behandelt haben, 
kann die Wechselwirkung von Elektronen und Lichtquanten in einem 
homogenen Magnetfeld berechnet werden. Bisher ist die Emission von 
Lichtquanten?, die Compron-Streuung® und die Paarerzeugung? im 
homogenen Magnetfeld untersucht worden. 

Die quantenmechanische Berechnung der Emission von Licht- 
quanten hat einen wertvollen Vergleich mit der klassischen Theorie der 
Strahlung von beschleunigten Elektronen® erméglicht. Dabei hat sich 
gezeigt, da die quantenmechanischen und klassischen Ergebnisse be- 
trachthch voneinander abweichen. Fiir die Compron-Streuung an 
ruhenden Elektronen mit senkrecht auf die Feldrichtung einfallenden 
Lichtquanten hat eine nichtrelativistische Naherung ergeben, da die in 
Richtung des Feldes emittierten Lichtquanten ein Spektralband be- 
sitzen, welches sich natiirlich bei verschwindender Feldstirke auf eine 
scharfe Linie zusammenzieht, die der Streuung an freien Elektronen 
entspricht. Die Berechnung der Paarerzeugung durch Lichtquanten 
fiihrte zu dem Ergebnis, daB der Wirkungsquerschnitt selbst bei groBen 
Feldstarken und sehr hohen Lichtquantenenergien zu klein ist, um eine 
Beobachtung zu erméglichen. Uberdies ist bei extrem hohen Licht- 


1M. H. Jounson, B. A. LippMANN, Phys. Rev. 76, 828 (1949). 
2G. PARZEN, Phys. Rev. 84, 235 (1951). 
3H. Rost, Acta Phys. Austr. 6, 45 (1952). 
4H. Rosi, Acta Phys. Austr. 6, 105 (1952). 
J. ScHwiIncER, Phys. Rev. 75, 1912 (1949). 


or 


36 E. Kroupa und H. Rost: 


quantenenergien die erste stérungstheoretische Naherung unzureichend 
und besitzt héchstens qualitative Giiltigkeit. 

Der Paarerzeugung entsprechend, ist auch die Vernichtung von 
Elektron-Positron-Paaren mit Emission nur eines Lichtquants im 
homogenen Magnetfeld praktisch nicht beobachtbar. Gziinstiger® legen 
die Verhaltnisse bei der Paarvernichtung mit gleichzeitiger Emission 
von zwei Lichtquanten. In diesem Fall diirfte der EinfluB eines starken 
Magnetfeldes beobachtbar sein. Wahrend die Paarvernichtung mit 
Emission nur eines Lichtquants die Anwesenheit eines auBeren Feldes 
erfordert, kann die Paarvernichtung mit gleichzeitiger Emission von 
zwei Lichtquanten auch im Vakuum stattfinden, wobei im Schwer- 
punktsystem der Elektron-Positron-Paare die beiden Lichtquanten mit 
gleich groBer Energie in entgegengesetzter Richtung wegfliegen. Die 
folgende Rechnung wird zeigen, daB ein Magnetfeld in der Bewegungs- 
richtung der Elektronen und Positronen eine schwache Energie- und 
Winkelverteilung der Lichtquanten verursacht. Die Erhaltung der 
Energie erfordert zwar, daB bei gegebener Energie der Elektron-Positron- 
Paare die Gesamtenergie der beiden erzeugten Lichtquanten stets 
gleich groB ist, diese Energie kann sich aber in verschiedener Weise auf 
die beiden Lichtquanten verteilen. Unabhangig davon werden auBer- 
dem die beiden Ebenen, die durch die Feldrichtung und die Impulse 
der beiden Lichtquanten bestimmt sind, im allgemeinen nicht zu- 
sammenfallen. 

Die Energie- und Winkelverteilung der Lichtquanten wird durch 
Impulstibertragung an das Magnetfeld senkrecht zur Feldrichtung ver- 
ursacht. Wir werden versuchen, diesen Vorgang naher zu beschreiben. 
Die Vernichtung eines Elektron-Positron-Paares mit Erzeugung von 
zwei Lichtquanten ]4Bt sich bekanntlich als Ubergang eines Elektrons 
aus einem Zustand mit positiver Energie in einen vorher unbesetzten 
Zustand negativer Energie mit zwei aufeinanderfolgenden Emissions- 
prozessen auffassen. Auf Grund dieser Vorstellung ist es naheliegend, die 
Impulsiibertragung an das Magnetfeld der LORENTz-Kraft des Elektrons 
im Zustand zwischen der Emission des ersten und zweiten Lichtquants 
zuzuschreiben. Diese Erklarung soll aber nur zur Veranschaulichung 
dienen und ist keinesfalls fiir quantitative Aussagen, z. B. iiber die 
Lebensdauer des Zwischenzustandes, geeignet. Die Impulsiibertragung 
an das Magnetfeld fordert, daB zur Erhaltung des Gesamtimpulses die 
Impulse der beiden Lichtquanten nicht einander entgegengerichtet sind 
und sich in ihrem Betrag voneinander unterscheiden. Da die LoRENTZ- 
Kraft keine Komponente in der Feldrichtung besitzt, muB aber die 
Summe der Impulskomponenten der beiden Lichtquanten in der Feld- 
richtung verschwinden. 

Wir werden nicht den Wirkungsquerschnitt der Paarvernichtung im 
homogenen Magnetfeld berechnen, sondern nur die Energie- und Winkel- 
verteilung der Lichtquanten angeben. Wir kénnen daher auf die Be- 
riicksichtigung der verschiedenen Spineinstellungen der Elektronen 
und Polarisationsrichtungen der Lichtquanten verzichten und brauchen 
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nur einen von allen méglichen Ubergangen behandeln. Die Rechnung 
erfolgt im Schwerpunktsystem der Elektron-Positron-Paare, die sich 
in der Feldrichtung bewegen sollen. Wir werden uns auBerdem auf den 
Spezialfall beschranken, daB das eine Lichtquant senkrecht zur Feld- 
richtung emittiert wird. Dann steht auch der Impuls des zweiten Licht- 
quants auf der Feldrichtung senkrecht. 


Bei Verwendung der Abkiirzungen 


he ‘ 
7: aloe 2hceH =& (1) 
fiir ein homogenes Magnetfeld mit der Feldstarke H it Richtung der 
z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, entspricht einer der 
beiden méglichen Spineinstellungen eines Elektrons der Spinor 


0 
1 
—ef (e+ En) Yn 
i — ES n = 
Pom [2Ew(u t+ Bal) # {MH Ye (2) 
ay Yn 


wobei der mit der Lichtgeschwindigkeit multiplizierte Impuls in der 
Feldrichtung mit # bezeichnet ist und w = mg, c? die Ruhenergie eines 
Elektrons bedeutet. Die in dem Bereich zwischen den Ebenen y = + L/2 
und z=-+JL/2 normierten Wellenfunktionen 


™ _ Pe, yle—2a) (wa)? 
. U ane, eahaaey, 2a Mae a (3) 
Pn La (A2" n\)% ‘ 


enthalten HERmiITEsche Polynome H, (é). Der Parameter a entspricht 
solchen klassischen Elektronenbahnen, deren Achse die x-y-Ebene auf 
der Geraden x = a schneidet. Zu den , gehéren die Energieeigenwerte 


En = + [u? +p? + en]! (4) 


Wir bezeichnen die Spinoren eines Elektrons im Anfangszustand, im 
Zustand zwischen der Emission des ersten und zweiten Lichtquants, 
_ sowie im Endzustand mit 9’, gy, y’’. Zu diesen Zustainden gehéren die 
Quantenzahlen n’ = 0, n, n’"’=0. Die mit der Lichtgeschwindigkeit 
multiplizierten Impulse der beiden Lichtquanten, fiir deren Polari- 
sationsrichtungen wir die z-Richtung annehmen, seien k, und ky. Dann 
ist die Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Anfangszustand eines 
Elektrons mit positiver Energie in den Endzustand mit negativer Energie 


proportional |H’|?, wobei 


Wd ns Aun” . 
Seat yy, W, (5) 


n 
mit 


Wy =a Wi a Ey (E, ae ky) (6) 
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Die in Gl. (5) auftretenden Matrixelemente _ 


Y, —%, shee he 
Harn =—eh [22] IL forage dt 
1 


esa ne (7) 
Haw = —ehe(22| L [org e™ ; dat 
2 
enthalten die Drracsche Matrix 
O Oo te 
0 oO O—1 
Vie 8 
= [-SnON ORs 70 8) 
0 —1 OPO 


Wir nehmen an, daB das erste Lichtquant senkrecht zum Magnetfeld 
emittiert wird. Dann steht auch der Impuls des zweiten Lichtquants 
auf der Feldrichtung senkrecht. Der Impuls des ersten Lichtquants 
falle in die negative y-Richtung, der Impuls des zweiten Lichtquants 
schlieBe mit der positiven y-Richtung den Winkel 6 ein. Auf Grund 
dieser Annahmen wird 


kr =—k,y, kyr =k, (x sin 6 + ycos6) (9) 


Die beiden in Gl. (7) angegebenen Matrixelemente enthalten dann die 
Integrale 


L tL 
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iu ® y he 
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Wenn man fordert, daB die Exponentialfunktionen in den Integralen 
liber z und y an den Grenzen periodisch sind, so verschwinden J, und J,, 
wenn nicht p = p’ und p” = . Daraus folgt p” = #’. Einem Elektron 
mit negativer Energie und dem Impuls #” = #’ entspricht ein Positron 
mit dem Impuls — p” = — ’. Unsere Annahmen entsprechen also 
dem Fall, daB die Elektronen mit dem Impuls #’ und die Positronen mit 
dem Impuls — /’ einfallen. Die Integrale J, und J, verschwinden 
auBerdem, wenn nicht die Beziehungen 
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a’—a_ ik, Gee gS 
oy eas Sa ta 4, 0089 (12) 
erfillt sind. Diese Gleichungen entsprechen genau den klassischen Be- 
dingungen fiir die Lage der Bahnachsen des Elektrons nach Emission 
des ersten und zweiten Lichtquants, wenn man die Impulsbilanz auf- 
stellt. Wir setzen 


Ak, x—a 
aa ae (13) 
und erhalten 
F Beare, Lae / Ne ON EAE) dé (14) 
‘ (7 2% n!)% : 
Bei Verwendung der Abkiirzungen 
A ky Tae 
Fe (89 =, Fe teat (15) 
ergibt sich 
car -F4Gr 
Neos Sale Se . A* =f — p17) 
ais 2" nly fe An (&)d& (16) 


Mit Hilfe der erzeugenden Funktionen der HERmiTEschen Polynome er- 
halt man 


+a 1 a2 
[to nag an tet (17) 
Daraus folgt 
‘nid 
tase - 


Zur Berechnung des Integrals in Gl. (16) ersetzt man in Gl. (17) a durch 
£+7y und erhalt 
+ oO : 1 1 tee 
e —§—b—iy) = gee 
e H,(€)dE =a e (B+ty)" (19) 


Daraus folgt 


so daB ) 
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Aus Gl. (13) und (15) ergibt sich a (@+7y)= (A/hc)? ky kyexp (76), 
wobei nach Gl. (1) (A/Ac)? = 2/e%. Es gilt also die Beziehung 


lja é is 1 ky Ry * ind 
tl (e+ in| =i (t a 23) 
Die Summe der Lichtquantenenergien ist jedenfalls gréBer als die 
doppelte Ruhenergie eines Elektrons. Fiir k, ~ k, besitzt daher der 
Quotient k, k,/e2 mindestens die GréBenordnung von (u/e)?. Bei einer 
magnetischen Feldstarke von 2,21: 10% Oersted ist (w/e)? = 10°. Es 
wird daher k, ky/e2 >> 1. Wir setzen voriibergehend k, kg/e® = x, ver- 
wenden die StrrLINGsche Naherungsformel und erhalten 


n 1 
ae | = (2x0) *#(n) (23) 
mit 
j (n) = o (24) 


Fir x >> 1 besitzt die Funktion /(m) ein scharfes Maximum an der 
Stelle » = x. Schreiben wir namlich 7 = x (1 + o) mit o < 1, so wird 
f(x + x0) ihe 
—______ = € 
7 ae 
Im Vergleich zu / (x) kénnen daher alle anderen in Gl. (5) enthaltenen 
Funktionen der Quantenzahl ” des Zwischenzustandes als langsam ver- 
anderlich betrachtet und vor die Summation gezogen werden. Die 
exakte Summation wird dabei ersetzt durch 


i) Ry Rg me 
wy ae n fos = (cos 6+ i sin 0) 
ales e =e (26) 
: n=0 
Wegen a? + £2 + y? = (2/6?) (ky? + k,”) wird nun die den Faktor |H’|? 
enthaltende Ubergangswahrscheinlichkeit proportional dem Ausdruck 


1 
— > (ht — 2h; hy 00s 5 + 2") 


oe (27) 


Fir kleine Winkel kénnen wir die Naherung cos 6 = 1 — 62/2 ver- 
wenden und erhalten 
__ (ki —hs)* Fafa 5s 


Wee: : (28) 
Es ist zweckmabig noch die Bezeichnung 
Ak Ak 
Nye 8 sip a a Jeska es (29) 
einzufiihren und k, kg naherungsweise durch k? zu ersetzen. Unser Er- 
gebnis lautet dann 
Ak\" eat 
ey oo lee a 
ee a 
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Jede der beiden Exponentialfunktionen sinkt auf e—! = 0,368, wenn 
die Energiedifferenz der beiden Lichtquanten den Wert Ak = te 
und der Winkel zwischen dem Impuls des zweiten Lichtquants und dem 
mit negativen Vorzeichen aufgetragenen Impuls des ersten Lichtquants 
den Wert 6 = + e/k annimmt. Fiir ein Magnetfeld von 2,21 - 103 Oersted 
besitzt e/u den Wert 10-4. Bei kleinen Geschwindigkeiten der Elek- 
tronen und Positronen wird k » uw. Der Quotient e/k nimmt dann eben- 
falls die GréBenordnung von 10-4 an. Diese Daten zeigen, daB der 
Einflu8 eines Magnetfeldes zwar sehr gering ist, daB die Beobachtung 
aber im Bereich der Méglichkeit liegt. 

Die in Gl. (30) angegebene Energie- und Winkelverteilung der Licht- 
quanten ist fiir spezielle Spineinstellungen und Polarisationsrichtungen 
berechnet worden. Diese Verteilung gilt aber auch fiir alle anderen Uber- 
gange. Will man die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Ver- 
nichtung von Elektron-Positron-Paaren mit Emission von zwei Licht- 
quanten im homogenen Magnetfeld berechnen, so muB neben Beriick- 
sichtigung aller méglichen Spin- und Polarisationsrichtungen noch iiber 
die Energie- und Winkelverteilung der Lichtquanten integriert werden. 
Wegen des raschen Abfalles der Exponentialfunktionen in Gl. (30) 
kénnen dabei fiir 4k und 6 die Integrationsgrenzen ++ 00 verwendet 
werden. Die ausfiihrliche Rechnung zeigt, daB bei einem Magnetfeld 
von 10* bis 104 Oersted die totale Wahrscheinlichkeit der Vernichtungs- 
prozesse praktisch mit der Ubergangswahrscheinlichkeit im Vakuum 
iibereinstimmt. Wenn wir zur Angabe der Geschwindigkeit der im 
Schwerpunktsystem einfallenden Elektronen das Verhialtnis v/c = 6 
_verwenden, so liefert der exakte Grenziibergang zu verschwindender 
magnetischer Feldstarke den Wirkungsquerschnitt 
1%" 1— B? 
arp 
mit dem klassischen Elektronenradius 7) = e?/u fiir Lichtquanten, die 
-senkrecht zur Feldrichtung in den Raumwinkel dQ emittiert werden. 
Dieser Ausdruck kann fiir 6 <1 durch d® = (r,)/2)? (1/8) dQ approxi- 
miert werden und stimmt mit dem bekannten Wirkungsquerschnitt der 
Paarvernichtung im Vakuum mit einer auf der Bewegungsrichtung der 
Elektronen und Positronen senkrecht stehenden Emissionsrichtung der 
beiden Lichtquanten iiberein. 


dD — [1 + 2 62(1— B2)] dQ (31) 


Zur Abstrahlung vom offenen Ende einer Lecherleitung und 
eines Hohlrohres in groBer Entfernung von der Offnung. 


Von 


H. Florian. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz. 


Mit 5 Abbildungen. 


(Eingelangt am 14. April 1953.) 


Zusammentassung, 


Das Abstrahlungsproblem, wie es beim offenen Ende von Hohlrohren und 
LecuErR-Leitungen auftritt, ist ein typisches Beugungsproblem, dessen Lésung 
auf verschiedene Arten versucht wurde. Die strengen Methoden, wovon eine von 
H. Bucuuorz! angegeben wird, fiihren teils mit Erfolg zu gewissen Ergebnissen, 
doch ist meist dafiir ein groBer mathematischer Aufwand nétig, da die Rechnungen 
auf komplizierte Anpassungsprobleme fihren, deren Auswertung auf groBe 
Schwierigkeiten st6Bt. 

Andererseits besteht in der Hochfrequenztechnik einiges Interesse fiir der- 
artige Probleme, bei denen jedoch der verwendete mathematische Apparat mdg- 
lichst einfach sein soll. 

In verschiedenen Arbeiten wurde von H. BucuuHorz? fiir das Hohlrohr mit 
kreisformigem Querschnitt, S. A. SCHELKUNOFF® fiir die LEcHER-Leitung, fiir 
kleine Offnungen von H. A. Betue‘ und in letzter Zeit von ALFREDO BaANos; 
Junior Davin S. Saxon und Lorris L. Barttn® versucht, mit Hilfe von Na- 
herungsmethoden brauchbare Ergebnisse zu erzielen. Die beiden letztgenannten 
Arbeiten beziehen sich auf spezielle Falle und sollen in dieser Arbeit nicht weiter 
beriicksichtigt werden. 


1 H. Bucnuorz: Die Abstrahlung einer Hohlleiterwelle aus einem kreis- 
formigen Hohlrohr mit angesetztem ebenen Schirm, II. Teil, Archiv f. Elektro- 
technik 37, S. 87 ff., 1943. 

2-H. Bucnuorz: s. oben, I. Teil, Archiv f. Elektrotechn. 37, S. 22, 1943. 

3S. A. SCHELKUNOFF: Some Equivalence Theorems of Slate: and 
their Application to Radiation Problems, Bell Syst. Techn. Journ. 15, S. 92 ff., 
DOS Oe Nicole 

4H. A. BeTtHE: Theorie der Beugung durch kleine Lécher, Phys. Rev. 66 
(1944), S. 163 ff. 

5 ALFREDO BaNos, Junior Davrp S. Saxon and Lorris L. Battin: Radiation 
Characteristics of a Turnstile Antenna Shielded by a Section of a Metallic Tube | 
Closed at One End, Journ. Appl. Phys. 23, Nr. 6, June 1952. 


: 
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H. Bucuuorz hat in seiner angefiihrten Arbeit die Berechnung der abge- 
strahlten elektrischen und magnetischen Felder auf die Berechnung des HERtTz- 
schen und FitzGeratpschen Vektors aus Stromblattern an der Offnung zuriick- 
gefiihrt, deren Verteilung durch die ungestérte Hohlrohrwelle an der Rohréffnung 
gegeben sein soll. In ahnlicher Weise wie bei BucHHorz geht S. A. SCHELKUNOFF 
im Falle der LecnEr-Leitung fiir groBe Entfernungen von der Offnung vor, doch 
bricht er seine erhaltene Reihe bereits nach dem ersten Gliede ab. 


Im folgenden sollen die Resultate von SCHELKUNOFF erweitert werden, wobei 
sogar von einer Reihenentwicklung im Ergebnis abgesehen werden kann, da die 
auftretenden Integrale lésbar sind. Im Falle des Hohlrohres mit kreisf6rmigem 
Querschnitt wird ein anderer Ansatz fiir die Hohlrohrtypen verwendet und weiters 
die Abstrahlung fiir das Hohlrohr mit rechteckigem Querschnitt berechnet. Die 
Arbeit beschrankt sich auf das Feld in groBen Entfernungen von der Offnung. 
Die Ergebnisse sind fiir die praktische Auswertung deshalb einfach, weil in ihnen 
nur Kreis- und Brssret-Funktionen auftreten. 


Liste der Formelzeichen. 


& = Dielektrizitatskonstante des Schwingungsmittels mit dem Wert 
(1/362) 10-1! F/cm fiir das Vakuum. 

a0 = Induktionskonstante des Schwingungsmittels mit dem Wert 
42:10—° H/cm fiir das Vakuum. 

oO = elektrische Leitfahigkeit des Schwingungsmittels mit dem Wert 


Null fiir das Vakuum. 
ge’) =o—i w € = elektrodynamische Leitfahigkeit des Schwingungsmittels gegen- 
tiber einem elektrischen Strom in S/cm., 


g(™) =iwu = elektrodynamische Leitfahigkeit des Schwingungsmittels gegen- 
liber einem magnetischen Strom in Ohm/cm. 

Rk? = g(é)- om) — Quadrat der Wellenzahlin cm. Im Vakuum: k = w/c = 2a/A. 

ule = Wellenwiderstand der freien ebenen Raumwelle in Ohm mit dem 
Wert 1202 Ohm fiir das Vakuum. 

iG = elektrische Feldstarke in V/cm. 

S = magnetische Feldstarke in A/cm. 

ae* S*,... = konjugiert komplexe Werte. 

Vm,n == Wiirzem denuGlerchunsen Jon\()p— On Wi" 12 cane 

Oik = Kroneckerscher Zahlenfaktor. 


1. Einleitung. 

Die Anwendung der Abstrahlung vom offenen Ende von Hohlrohren 
mit und ohne angesetztem Schirm, sowie von an der Offnung erweiterten 
Hohlrohren nimmt in der Hochfrequenztechnik einen immer gr6Beren 
Platz ein. Hier wird das offene Hohlrohr und der Sektorstrahler oft 
an Stelle von Dipolantennen verwendet. Einen Vergleich der Strahlungs- 
eigenschaften der Hohlrohre und Dipole bringt A. RIEDINGER®. Es 
zeigt die Hohlrohrstrahlung eine bessere Richtungsabhangigkeit, die 
durch trichterférmige Rohransatze noch vergréBert werden kann. Die 


6 A. RrEDINGER: Fortschritte d. Hochfrequenztechnik, Bd. 1, Leipzig, 1941, 
=. 187 ff: 
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Abstrahlung vom Hohlrohr mit méglichst einfachen mathematischen 
Mitteln zu behandeln, ist daher sicher von einigem Interesse, wenn das 
auch auf Kosten der Exaktheit der Lésungen erfolgen muB. 

In dieser Arbeit soll das Hohlrohr, bzw. die LEcHER-Leitung auf einer 
Seite beliebig lang sein und am offenen Ende durch einen unendlich 
ausgedehnten vollkommen leitenden Schirm abgeschlossen werden. Wird 
nun die Abstrahlung von einem solchen Hohlrohr berechnet, so muB 
dazu im AuBenraum rechts vom Schirm eine Lésung der MAXwELtschen 
Gleichungen verlangt werden, die am Rande in die dort gegebenen Werte 
ubergeht* 


75 
mati | 
| 

2 Sy 7 

Cage |, 

1 LQ 
eee | 

Abb. 1. Abb. 2. 


Die Feldverteilung {€, §} im Raume 1 1aBt sich, wie H. BucHHOoLz? 
gezeigt hat, durch die folgende Gleichung ausdriicken: 


geR\ o ik’ 
Ay a= i) grad Rr dF + gm) | 47() po GH Ae 
F F 


Peale ekR 
ae ie) | a grad ry dF (I) 
ra 


und analog fiir das §-Feld, wobei die Beziehungen 


[ma,2, (€, — €)] = 7™ 
ae, ae, 
ont, 2 ent, 2 


g n1,2 (E, — E) = 70 ge 


—_ gm) j() 


gelten. 

Soferne man die genauen Randwerte des Randwertproblems kennt, 
erhalt man im Raume Vp die exakte Feldverteilung, wahrend auBerhalb © 
das Feld identisch verschwindet. Diese Feldverteilung wiirde also auch 


durch eine Einfiihrung einer vollkommen leitenden Metallflache M links 
vom Schirm nicht gestort. | 
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Infolge der prinzipiellen Unkenntnis der Randwerte ist jetzt Gl. (I) 
nicht berechenbar und man ist gezwungen, lings F den Funktionen 
gewisse Werte vorzugeben, welche das Problem méglichst gut approxi- 
mieren sollen. Da bei beliebiger Wahl der Randwerte das gemaB Gl. (1) 
entstehende {€, §}-Feld links vom Schirm nicht verschwinden wiirde, 
soll das Verschwinden durch die Einfithrung der metallischen Flache M, 
die das Randwertproblem nicht gestért hat, erzwungen werden und 
somit eine bessere Annaherung an die strenge Randwertaufgabe er- 
reicht werden als ohne diese metallische Flache. Fiir dieses Sprungwert- 
problem ergibt sich dann die Form der Gl. (I), wobei aber zu achten ist, 
daB jetzt €, = 0 und €, die vorgegebenen Werte auf der rechten Seite 
des Schirmes sind. Das Abstrahlungsfeld kann, wie W. FRANZ? gezeigt 
hat, durch Einfiihrung der vektoriellen Form der KircHHorrschen 
Gleichung unter Beriicksichtigung der Spiegelung an dem leitenden 
Schirm dargestellt werden durch 


E = g™) rot G, 

§ = rot rot G, (1.1) 
div 6 = 0, 
wobei fiir © gilt 
1 jim) ef RR’ 
= — dF 2 
0) In aif R’ (1 ) 
F 


mit 7) als Flachenstromdichte der Belegung an der Offnung, g™) als 
elektrodynamische Leitfahigkeit des Schwingungsmittels gegeniiber 
einem magnetischen Strom in Ohm/cm, k als Wellenzahl in cm—! und 
Rk’, dem Abstand des Aufpunktes vom Quellpunkt. Die Integration ist 
iiber die ganze Schirmflache und die Offnung zu erstrecken. 
Die GréBe 7™ ist gegeben durch 
qm) = [11,2, €,]. (1.3) 

Weiters gilt wegen der unendlich guten Leitfahigkeit des Schirmes am 
Schirm 

Crang = (0 
und somit auch am Schirm 

qm) = 0, 
das heiBt man braucht die Integration nur iiber die Offnung des Rohres 
zu erstrecken. Somit bleibt fiir den Vektor © 

ik R’ 


1 e 
G = sons [G,, 11, 2] ye aF, (1.4) 
Eo 


wenn man mir Eg den Endquerschnitt des Rohres bezeichnet. 

Der Vektor €, soll derselbe sein, wie wenn das Rohr sich von der 
Offnung aus noch weiter nach rechts erstreckte, somit der Vektor der 
ungestérten Rohrwelle. 


7 Zs. f. Naturforschung, Bd. 3a, 1948. 
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Man kann daher unter den gegebenen Bedingungen aus den Gln. (1.1), 
(1.4) und der ungestérten Hohlrohr-, bzw. LecuEer-Leitungswelle das 
Feld im Au8enraum berechnen, soweit sich die in Gl. (1.4) auftretenden 
Integrale auswerten lassen. Im nachsten Abschnitt soll nun dieses Ver- 
fahren auf der Abstrahlung von einer LrecHER-Leitung angewendet 
werden. 

Ahnliche Berechnungen fiir die Abstrahlung von Hohlrohren ohne 
Schirm und von Sektorstrahlern, sowie Angaben tiber die Anwendungs- 
méglichkeiten in der Hochfrequenztechnik findet man in der zusammen- 
fassenden Arbeit von I. R. Risser’. 


2. Die Abstrahlung von einer Lecherleitung. 

Verwendet man die Gl. (1.4) und die folgende Form der LECHER- 
Leitungswelle, wobei die Koordinaten im LEcHER-Leiter mit 7’, g’ 
und z’ und die im AuBenraum mit R, 9 und @ bezeichnet werden sollen, 

Yc) wi ae ny 5 Fees eS 


Pees, y= \/22 (2.1) 
v [ur 
mit Vv 
Sree (2.2) 
fe 
ar 
so ergibt sich ae 
G Ie if : @ et kR’ 
= 2a er | Cos ( ane dy’ dy’, (2.3) 
a 0 
Gr Ge = 0. 


Dabei ist V die Spannung in Volt, Vule der Wellenwiderstand der freien 
ebenen Raumwelle in Ohm mit dem Wert 120 a Ohm fiir das Vakuum 
und a@ und 6 der innere, bzw. auBere Radius der LECHER-Leitung. 


In diesem Integral 
b 2x 
- V et " eik RY 
° 2ang™Igola J . ee ye wis 
0 


soll der Ausdruck oo 
Re 
durch ein unendliches Integral ersetzt werden: 
eikR’ so see gn ae 
yes de (A| vy? + v4 2rr' cos (® y’) — Ad} (2.4) 
. //22—k? 


wobei z= Rceos@ und y= Rsin@ sind. 


8 I. R. Riss—ER: Waveguide and Hornfeeds, Microwave Antenna Theory and 
Design. S. 334 ff. New York 1949. 
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Andererseits ist 
To(A |r + r'2_2rr’ cos (® —y’'))= 


= >) (2— 6s) Jp (Ar) Ip (Ar) cos 6 (®— 9’), 


p=0 
somit 
eikR “3 . a ee 
Bi =D! (2— dep) cos p (—¢') [penne /) ——— Adi 
R /22— Rk? 
b=0 0 
und bs b © 
V Paty e— Fe 
Go = ——____ S"(2— do) | fy (Ar) Jp (Ar’) ———— Adidr' 
22g) Ig bja Le : o( Tee 
an 
| cos (® — g’) cos p (® —q’) dg’. 
i) 
Es gilt ra 
[ cos (B —g’) cos p (W— gq’) dy’ =2- Oip. 


« 


0 
Daher bleibt von der Summe nur das folgende Glied iiber: 


_ Poe 


V 2 e 
Ge= sorgae | | Is 0 Gr a aa (2.5) 
a 0 


Nun soll die Substitution 47’ = v eingefiihrt werden: 


— = eae 


b © 
V ; if Cu vdv 
a = —— dr’. , 
Go ange | | Fe (: 3 ds (v) \/o2— 2B? y' ir (2 6) 


Fiir die weitere Berechnung wird zuerst das Integral 


eu ees 2 Vo _y?? fe 
Vv v/ 
[* =| te (Z. Jno v dv 
yr 72 pe 
: OF sear v k 
ausgewertet. 


Dazu muB vorerst die Gleichung zwischen folgenden Integralen be- 
wiesen werden: 


~ ae ; fee er Abe eg 
4 (1) 
\dv =—]| H,’\52| Jn (vl) —————d 
[o(5 o) Jn Ear (pra ; sf (5) ae cere o 
9 —o 


100 ke \e— Re 
1 Behe (1) £ é Z will u (2.7) 
= J =i fx 7 YY) Jn (0) [ern AOL Fe 
eS 0 


48 H. FLorRiaAn: 


Im ersten Integral der rechten Seite soll v durch —v = e™ 


ersetzt werden. Dann ergibt sich 
2) 


ie aed Nee (1) ‘if 76 1 2 
vi = ( 1) [xs (/ Ure ) Ja  Tearte pare 


propa Ee 


+ H” (50) Jato 3 v dv. 
| Jn( Nes V2 B2 


Nach der Umlaufrelation der HANKEL-Funktionen gilt: 
Hy? (z+) = (— 1)" (Hy! (2) —2 Jn @)] 
und der BrEssEeL-Funktionen 
Jn (z-e"*) = (—1)" Jn (2). 
Dies in das Integral /** eingesetzt, ergibt 


fee a 


** __ y ») av - 
pon f | Ge) 270 |e) prerg* 
0 


ae —— Ver? Rk? 


(ay (7% aor ee 
+ fas deh 


as = Veo Rk 


-fn( i) m0 One [ern 


und somit nach der Definition von ]** 


-ijaare 


Jn Jn (v) ts vav = 
aa 
0 
} 


| 
_— — 2 y/d B22 
7 Vo rk 


i e 
= — A =v n (UV) ——_—__—___—y dy) 
> | +t ae 


womit Gl. (2.7) bewiesen ist. 
Fir das Integral /* gilt dann 


+ 00 Peasy Xs 


] (1) 
oS ) 
Me D HOF | Jy (v) ae ae v av. 


Durch die Substitution 
Ui 1arRsinete 


ver? Rk? y'*k® = —4 kr’ cost 


“vu 
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ergibt sich fiir /* 
5 Tin 
* ir'k (1) , , : 4 5 
J*¥=— 5 PP se resin) fein sinter © S* sin 7 dr. 


mt « 
See 
2 


Fihrt man an Stelle der Zylinderkoordinaten (7, z) die Kugel- 
koordinaten (R,@) ein, so folgt 


7 - 
aoa 
* ink (1) {ee por 
— = caret Hy (Rksin@Osint) J, (1 Rk sin t) e *R*os Ocost sin ¢ dz 
ma - 
——+1M 


2 
und fiir groBe Werte von Rk bei Entwicklung der Funktion H'}) nach 
der HANKeELschen asymptotischen Reihe 


7% : 
——i 0 


(5 : ) Je Eh BS 
—*\e +a] rr k1/ 
ry rk / 2 i Rk (sin@ sint + cos@cost) . 
1é / = é 
2 V2RksnO 


Dene 


-J, (7 ksint) sin’ t dt = 


bp 4 


cies ti 
we ae / k 
£ 4) i Rkcos (t—O ay ROG ad 
———¢ es e? Rkcos (t<—9) yr’ k sin t) sin’ t dt. 
| 2a2RsinO up Ja 
ithe 
aro wEce ss 


Auf dieses letzte Integral /* soll nun die Sattelpunktsmethode ange- 
wendet werden, wobei der wesentliche Anteil des Integrals von der 
e-Potenz stammt, der Faktor J, (7 ksint) sin*t entsprechend einer 
Mittelwertbildung vor das Integral gezogen werden soll und dann durch 
den Wert im Sattelpunkt ersetzt wird. Sucht man fiir diesen Anteil 

die Kurven Imaginarteil = const., so erhalt man die Gleichung 


sin (t —9) = 0 
und den Sattelpunkt tT, te — Oe 
Man setzt daher 
t—-O=4, 
) “ 
cos (t — P= le 
ye ER 
a ue ,) Se re 
i! e : du = sp? 
na co 


2 
Acta Physica Austriaca. Bd. VIII/1. 4 
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und erhalt damit fir /* 


ro Vaxning Rano’ 2a y | (kr sin@) sin’ O = 
I ae 


ee R 


= x fe ksin@}: 


J* wird nun in die Gl. (2.6) eingesetzt und ergibt 


b 
ee eee 24 
taser Le sin 9) dr 
V etkR 


ore om Igb/a R 


6 [Jy (kb sin O) — J, (Rasin@)}. (2.8) 


Zum selben Ausdruck kommt man, wenn man in der Gl. (2.3 a) 
das Glied 
eikR’ 
feu 
durch den fiir groBe R’ geltenden Ausdruck 


etkR : 
R 0 e—tkr’sin @cos (P— 9’) 


ersetzt, den zweiten Teil in eine Reihe nach BEssEt-Funktionen auflést 
und dann erst die Integration durchfiihrt. Dort kann man auch er- 
kennen, das das Ergebnis auch fiir kleine Werte von @ gilt. 

Aus den Gln. (1.1) folgt fiir Hp und Ee: 


Vo efAR 


oe ee : 
Ho = k? Go = —1 ea Re aS: [Jo (Rb sin O) — Jy (ka sin O)), 
(2.9 a} | 

7 | 

13 — we (2.9 b} | 


und fiir die R-Komponente des PoyntiNnGschen Vektors: 


Cpt. = |/fcecs 


u Rey 1 1 ; d 13 
=|/' gm) o™* |p2b/q R2k2 sin? O [Jo (k b sin O) — Jy (Rasin O)]?, 


e V2 1 
= | ae Lo (kb sin @) — Jy (kasin @)}2. (2.10) 
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Die Strahlungsleistung ergibt: PAE es 
N= | SrdF' = 


Fv 
mn 2 


e v2 / [Jo (k 6 sin O) — Jy (ka sin O)]}? 
1207 lg? dja. sin O 
nt 


dO d®, 


V2 , | [Jo (R bsin O) — Jy (Rasin@)]? dO. (2.11) 
0 


60 lg? dja sin @ 


Nimmt man nur die beiden ersten Glieder fiir die BEssEL-Funk- 
tion J, in der Reihenentwicklung 


Jo (2) aut t 


so erhalt man die Ergeb- 


nisse von SCHELKUNOFF 
aus seiner oben angefiithrten ] 


Arbeit. Abb. 3. 


3. Das Hohlrohr mit kreisférmigem Quersehnitt. 


In ganz analoger Weise kann man beim Hohlrohr mit kreisférmigem 
Querschnitt vorgehen, doch soll hier die Berechnung durch Einfihrung 
einer Reihe nach BrssEeL-Funktionen erfolgen. 

Von den innerhalb des Hohlrohres giiltigen Gleichungen des E-Typs 
werden folgende hier benotigt: 


h 
g(é) Ey as be : rE (Ar ‘) cos py’ et i(wt—h 2 ), 
gO ky =—1 wr Je (Ar) sin pg’ ei(ot—ha!) (3.1) 
oder mit Weglassen des Faktors e'(¢#—*) 
ph 
By =— 2" Fy (Ar) cos pe’, 
) Ey Pa A Jp’ (Ar) sin pe’, (3.2) 
2 
A? = (22 > h= /e2—A?: 
a 
weiters ist wieder 
ym) et, cee [€,, tty,o |; 
1 ig nd 
Fo 


4* 
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somit die Komponenten von © 


1 eikR’ 
Ge= acta | Bercos (9) — E,sin (O-—@))}—— R’ dF, 
EQ (3.3) 
1 eee 
Gem — ah | tEysin (O-—@ Ea cos (P —')] 5, 4F, 
FQ 
G70: 
Unter Verwendung der Gl. (3.2) findet man 
th ; ; , 
Cra — its | [Er (Arrieose cos (P —¢g’) — 
EQ 
=e 
—A J,’ (A7r’) sin pq’ sin (6 — g’) aF, 
Go = sae | [8 Jo(Ar')cospo' sin (®—9') + 
OS a EE yi se cos py’ sin ( Pp) 4 
FQ 
et kR’ 
+ AJ» (A7r’) sin pq’ cos (® —q’) pO dF, (3.4) 


Gz = 0. 
Fiir groBe R’ ergibt sich 
ae | Rr | 7'2__2 Rr’ cos %, 
R’ = R—r' cos#. 


Es sollen nur die Glieder, die sich reziprok mit dem Abstand andern, 
in Betracht gezogen werden. Sie ergeben dann 


th et kR 


o - Davie MN | E Je (A r’) cos py’ cos (D — 9’) — 
FQ 


—A Jp’ (Ar) sin pg’ sin (® —9)| Fame itis a 8 ae 


ih ei kR 


L< ‘“ re Pp TY ee Piet r . 
Ge 2nxk? R | is J» (Ar) cos pq’ sin (D—g’) + 
Eo 


+A J,’ (Ar’) sin py’ cos (® —9)| re WS 


wobei 


cos } = sin O cos (® — gq’) 
ist. 
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Schreibt man zur Abkiirzung 
th eit 
2k Re 


so ist 


a 2a 
Ge=—c| | [bp Jp (Ar’) cos py’ cos (6 —') — 
i) 


0 
—Ar’ Jp’ (Ar') sin pg’ sin (G —qy')] e—t*1'sin@ cos (®—o') dey’ dy’, 


a 22x 


Ne | | Ib Jp (Ar) cos pg’ sin (® —g") + 
rin) 


—Ar' te (A r’) sin Py’ cos (D —9q’)] e—ikyr’ sin @ cos(®—¢’) de’ dy’, 


ce. —.(: (3.5) 
Fiihrt man dabei fiir 
e—tkr’sin O cos ( — 9’) 
die Reihe 
e—ikr’sin Ocos(@— 9g’) DH (2 — don) (—1)" Jn (k 1’ sin O) cos n (® —q’) 
n=0 
ein, so ergibt sich fiir Go 
Ga = € >" (2— Som) ar | i bIp(Ar’) In (k1' sin) dr'- 
n=0 0 
22 
. il cos pq’ sin (® — gq’) cos n (B® —q’) dg’ + 
6 
g an 
+ [ari r') Tn(Rr' sin®) dr’ - | sin py’ cos (P—y’) cos n (O®—q’) iy’ 
0 
(3.6) 


Die trigonometrischen Integrale sind bekannt und ergeben 
Qn 
[eos py’ sin (®—gq’) cosn (B—g’) dy’ = 5 sin DP [Op—1n — Op+in], 


0 


22 
foo py’ cos (6 —q’) cos n (S—y’) dy’ = . sin pD [dp—1n + Op+i1n].- 


0 
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Somit erhalt man fiir Go 


Go =C Ssin p@ \e — d1p) (— perf bIp(Ar’) Jp (Rk sin 9) dr’ — 
0 


+2 (art ‘A b Jv (Ar) Jp (kr sin @) dr’ + 
0 


+ (2— dip) (— wo fa v’ Tp’ (Ar’) Joa (Rr sin @) dr’ + 


0 
a 


ip (ere [ Ar’ Jp’ (A’) Jp+1 (R7’ sin O) iv| 


0 
Diese Ausdriicke werden geeignet zusammengefaBt: 


Go = Co (—1)?—1 sin p P {e — 61) TE Tp (Av’) Jp—a (Rv sin O) dr’ + 


0 


a 


A [a Y fp (AT) Joke sin @) a a 


0 


+ 2] |e F0(ArIoealt’ sind) ar— | Ar Jy(A?) Josa(er'sind)ar 
0 0 


AuBerdem findet man mit den Funktionalgleichungen der BEssEL- 
Funktionen 


il [Pp Jp (Ar’) + Ar’ Jp’ (Ar’)] Jp (&7’ sin @) dr’ = 
6 


= | Ar’ Jp1(Ar') Jp (Rv sin @) dr’ 


0 


a 


| [b Jp (Ar’)—Ar’ Jp’ (Ar’)} Js (k1" sin ) dr’ = 
fn) 


= | Ar’ Jp41(Ar’') Jo4a (R7' sin @) dr’. 


0 
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Durch die Substitution 7’ = az erhalt man die Integrale 
1 


snea f 2Jos (¥p.q° 2) Joni (@R 2 sin O) dz, 


0 
die ausgefiithrt werden kénnen und 


Vp,q& é ; : 
: aksinO@ J .@) Jpzi’ (@ksin O) — 
yea? hk? spt p+1 (Vp,q) Jpxr’ ( 


— ¥p,qJe4i (ak sin O) Jp+1' (¥p,¢)] 


ergeben. 
Damit findet man vorerst fiir Go 


It PA op a* Vb,¢ 
Gp (ye sins © : 
2 | | i yoq—42k? sin? O 


- {(2— dtp) [ak sin Jpa (p,q) Jp—a (a 2 sin O) — 
—Vp¢Jp—1(aksin@) Jp—1 (vp,q)]+2[a & sinO Jp+1(Vo,q) Jp+a (a ksin@)— 


— yp.qJp+1 (ak sin @) Jo41 (2,0) ]}: 
weiters ist 


J p41 (¥p,q) = — J o—-1 (V0, 4), 


Jo (0.0) = oil Tp (¥p, 4) 
4 
, 1 
J41 (0,0) = euro) Jo+3 (Vp,4) = as Jp (2,4) 
Vp, Vp,4 


und 
aksinO Jp (aksin@) — (pb —1) Jp (ak sin @) = 
= —aksinO J, (aksin@), 
aksinO Jp14 (aksin@)+(p+ 1) Jpz1 (@ksin@)=aksinO Jp (aksin@). 
Somit erhalt man fiir Go 


Go = — 
n a? ksin@ aes 
ACS (isin pe a paint Yh Je (00.0) Jo (a Bsin®) , 
2ksin@ F 
p= —2C (—iP1 sin 6 Dvn g Joi (00,0) Jp (@ Bin). 


Vp,q—@7 kh? sin?@ 
(3.7) 
Durch eine analoge Rechnung findet man 
Grea): 
Die Komponenten von € und § findet man aus den schon bekannten 
Beziehungen 
5 = h-6; Hi pile — 0% Ho = k?Go; 
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Der Poyntincsche Vektor hat die Komponente 


ESS “Ho jhe 
Dasselbe Ergebnis liefert die Sattelpunktsmethode. 


4. Die Abstrahlung vom Hohlrohr mit rechteckigem Querschnitt. 
Fiir den E-Typ werden innerhalb des Hohlrohres mit rechteckigem 
Querschnitt folgende Gleichungen bendtigt: 


ihman MI NI 
flee ewe res 4 (@t—h 2’ 
Ey = a 7 cos : v)sin (2 j *y). esi a be 


thnn mo nt 
Ey = sin x’ | cos |— y’] et (et-*), 
y gl?) b | a ( b ny 


Daraus folgt fir die 
Komponenten von © aus 
rad der Gl. (1.4) 


A 
P\ BR 1 et k R’ 
G E dF 
ata 2a =! Poh i 
Ce 2 
bey, 2) 1) | ek R’ 
Oo Be=petz2 G, Sa eee Ey, ——dF. 
(GO), RF=r?tz 2a gm) R 
Abb. 4. a) 
(4.2) 
Und da G, =G,cos® + G,sin@, 
Go = —G,sin® + G,cos@, 
gilt 1 gikR’ 
GC — ~ Ong. (B,y/ ‘cos @ — Ey sin ®) aF, (4.3) 
E 
sae k et k R’ 
Go = 2m gm (Ey sin @® + EF,’ cos ®) Re dF 
und nach Einsetzen der Gl. (4.1) 
. ih {[n Mm I Nn 
C— Si % 3 (— = 
r r% E sin(™ cos" s/)cose 
ae 
m LR ik Aes ape 
— "cos a v)sin (2 v)sino | ar 
: ih [\n mM I nm 
Gs = ae it ee ayes 
» | [isin (” v)eos( v)sin 
Eo 
m x eikR’ 
+ — cos ie a | sin ee s "| cos ole — dF, (4.4) 
a a b 


wobei der Faktor e'('~"*) zur Vereinfachung weggelassen wurde. 
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Fir groBe R’ gilt 


R’ = /R? +7? —2 R/ sinO cos (®—@) = 


ye Gre i 
al +(7 — 2 sin @ cos (@—y') = 


= R—r'sin@ cos (6 — ¢’) = R— x’ sinO cos ® — y’ sin@ sin @. 


Beachtet man auBerdem nur die Glieder, die sich reziprok mit dem 
Abstand R Andern, so findet man, falls man folgende Abkiirzung 


einftihrt 
1 h e! kR 


oor 


’ 


die Gleichungen 
n . [ma NI 
GC. = sin |—— ~’] cos |—— vy’ ] cosD — 
b a 5 > 
— wa cos (2 v| sin 2 | sin | + e—tkx’sin@ cos —iky’sinOsin® dF 
a a 


Ga] = C ” sin (~ x’) cos ae sin ® + 
b a b 


£6 
_ oe ee v| sin e | cos 0 - e— tk x’sin@cosh—iky’sinOsin® | Fh (4.5) 
a a 
oder 
ui 5 M I NIC Ne ce Ps aera ee : 
ic = G cos @ eee Grint (a x! cos yy’ ew tks sin 9 cos@—iky sin @sin ® J Fh __ 
b a b 
FQ 
m Mm It nN It eG eae 
— e sin @ PA ae GOS ——— x! sin vy" eatkx sinO@cosh®—iky sin@sin® 7a 
a a b 
z0 


oe e— tk a/sin@cosh—ik y’sinOsin® Ci 


e Cane nN ‘ MR, Aas Ne 
=—Csin®@-— | sin|—— > ane 
IP me a b 
0) 
m Mir, : ne, —itkx’sin@cos®—iky’sin@sin® 7 J+ 
ec cos = — | cos|—— x | sin{—=y fe : ; 
a a b 


Eg 
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Fiihrt man fiir die Integrale folgende Bezeichnungen ein 


a b 
a ry ate > 
A, _ sin mn x’ cos nw yy’ e— ths’ sin @cos®— th y’sinOsin® gat gay 
a Dea 
S scope 
2 B oe ‘ (4.6) 
+ = 46 zy 
\ 
Are co ae x’ | sin si yy" e—tka’sin@cos®—+tk y’sinO@sin® dy! dy", 
a b 
ra “b 
ag eae 
so findet man fiir © 
a n m : 
G,=C , 4100s P —— Ay sin® : 
a 
(4.7) 
_[n : m 
Ge = —C\—A,sin® + — A, cos® 
b are 
Nun zur Berechnung der Integrale A, und 4,: 
a b 
+> > +> v3 
A, = sin WEE x! ewtk x ‘sin@cos® dy’. nT yr" e— PRy’sinOsin® day! 
é a brs i 
a 
2 J (4.8) 
a b 
2 Faro) 
mM I =e, Renee ina. ee 
bss = cos { —— x’ ew iks sin @cos® ] y! a sin |{— v eatky sinOsin® gy’ 
' a a . b ; ; 
a b 
aida pas 
Mit der Methode der partiellen Integration erhalt man 
; = : — aX + acosax 
[sinav-e-™ ras = —e—ths RB, 
a : ‘oon asin 
cosa xe f#* qe = ——e— hs ; 
. — B* 
Daher ist me 
2 
sin bide rad = tkx’ sin O@cos® ad re 
: a 
2. € a 
2 Stores 
ay . [ma ma ma 
1ksin@ cos® sin |—— x} + ——cos | —— x’ 
a a a 


= e—tkx’sin Ocos® _ ae Seite a= 


—— 
m2 x 
—-— — k* sin? @ cos? @ 


a® 
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b 
2h 


NIT . a : 
COs & » e—tky’sin Osin® dy’ oa 


+ 


b 
2 
+ 
erent ; NX nna . (nz 
1k sin O sin © cos |— y’] — — sin / 
b> i 5° 
— __ | e-iky’sinosing 1 @ 
n2 702 ee any 
comes sin? 9 sin? @® 
Ps 
2 
cos i v) e-—tkx’sin Ocos® ano 
a 
a 
2 
+ 
tksin@cos@ cos ie | == SM (ea x 
=== e—tk x’sin@cos® 2 3 = 
272 
m? 3 i 
5 — k? sin? @ cos? ® 
a 


+ 
sin se e—thy’sinOsin® Jay! —. 
4 b 
b 
2 


iksin@ sin @ sin (Hs »/) + ne cos (" we yy’ 


e—tky’sin @sin & 


n® 72 
ae 


—k? sin? 0 sin? ® 


Nun unterscheiden wir die vier méglichen Falle: 


a) m==0(mod 2), n = 0 (mod 2), 
b) m=0(mod 2), n= 1 (mod 2), 
c) m=1(mod 2), n=0 (mod 2), 
d) m=1(mod2), n= 1 (mod 2) 


0 Ss 


oo 
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60 
ad a) : 
a 
“5 
sin LG eth x’ sin O cos ® Jy! — 
a 
a 
2) 
we aL ONS AG aa 
We 1? é 2 == 
= a m? 7 f 
= sin © cos @ 
a 
2 
2 
NI ONE Ms. ° 
cos| 5 verity en osne dy’ = 
b 
Seay, 
n MRSDS ‘ ako. - 
Cee Dee es epee a 
=—ik(—1) Ae -sin@ sin@, 
pr RP sin® @ sin? ® 
_miak ial 4sin O sin ® 
Ae (— 1) 
a mea 
—,— — kh? sin? 9 cos?@ 
Fe 
ate ea: x : 
sin — sin 0 cos ® sin 5 Sin O sin ® 
> 
272 
n2 7 ae ; 
px sin® @ sin? ® 
analog 
nR mtn 4sin 9 cos @® 
A= i=" (-1) 
b m2 n2 aaa ' 
—— —hk?* sin? Ocos? 


Rage Nee _. 
sin sin 9 cos @ } sin > Sin @ sin ® 


2 a2 

ae —hk* sin? @ sin? @ 

b2 

Aus den Gln. (4.7) folgt fiir G, und Ge 
G, owe 0, 


(4.9) 
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m+n cy 
ester ey ae Niner eects sin@ 


ab mn 


9 
a 


—k* sin? 0 cos?@ 


ey 3 
sin ee sin 9 cos 0) sin = sin @ sin a) 


n2 72 


Sac k? sin? @ sin? ® 
somit fiir den Vektor § 
Jale = 0, (4.10) 
ikR Praag = 
Hy ane tee eS . sin 9 
R ab pions 
= ko sin” O'cos*® 


sin s sin 9 cos a) sin (EP sin @ sin 0) 


, 


k2 sin? @ sin? ®@ 
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und fiir den Vektor €, der wieder nur die einzige Komponente Eo hat, 
Eos | ! He. (4.11) 


Ahnliche Ausdriicke ergeben sich bei den Fallen b, c und d. 
Fiir den Poyntineschen Vektor der Energiestrahlung findet man 


eh Hs = |/fuens = 


é 


uh 2 42 72 p2 
a4 ER Ary ees } 


a? b2 


Rt boes 
sin? & sin 9 cos 0 sin2 (" sin @ sin 2) 


sin? @ 


; m? 72 Ds n? zc? 4 F ; 
—.— — k2 sin? 9 cos? D —— — k?sin?@sin?®@ 


a2 b? 


sin? @ 


eae : 272 a 
ee ie sin? @ cos? 2) oa — Rk? sin? sin*@ | 
a 


kb ' 
sin2 (i? sin @ cos 0 sin? (2 sin @ sin 2) 


2 


(4.12) 
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60° 
70° 


SS 60° 


SS SS 509 
GO? 


J0° 


20° 


70° 


g° 


Abb. 5. Zeigt den Unterschied zwischen der Naherungslésung von 
S. A. SCHELKUNOFF und der hier gefundenen Lésung mit Hilfe der 
Sattelpunktsmethode bei der Lrcuer-Leitung. Beide Kurven 
geben die Abhangigkeit von |€|? vom Polarwinkel an. Es wurden 


dabei folgende Werte angenommen: 
6 = 5 mm, @ =? rom A=102 mm. 


Die ausgezogene Kurve veranschaulicht das in dieser Arbeit ge- 
fundene Ergebnis. 


und die Strahlungslei- 
tung ist durch das Inte- 
gral 


am 2n 
nf fw 
OREO 


- R%sin2? 9 d0d®@ 


gegeben. 

Betrachtet man die 
Gln. (4.10) und (4.11), 
so sieht man, daB Ho, 
Ee und somit auch Gr 
fiir folgende Winkel ver- 
schwinden: 


O=0 
und 
LA 
@ = y eae 
e 2 
eis 
ie a 
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Die statistische Gestalt von Fadenmolekiilen. 
I. Die Richtungsverteilung im Persistenzmodell. 
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Aus dem Institut fiir theoretische und physikalische Chemie der Universitat Graz. 


Mit 15 Abbildungen. 


(Eingelangt am 22. April 1953.) 


1. Einleitung und Problemstellung. 


Es ist bekannt, da8 Fadenmolekiile in Lésung eine statistische 
Mannigfaltigkeit von Formen annehmen kénnen. Dies beruht darauf, 
daB die einzelnen Kettenglieder um den Valenzwinkel mehr oder weniger 
frei drehbar sind. Eine exakte Ermittlung der statistischen Gestalt 
eines bestimmten Fadenmolekiils ist jedoch weder auf experimentellem 
noch auf theoretischem Wege moglich. Es ist daher notwendig, um das 
Wesentliche des statistischen Aufbaues eines solchen Fadenmolekiils, 
das sich stets wie ein starker oder schwacher verknauelter Faden be- 
nimmt, zu erfassen, das Molektil durch einen mathematisch exakt be- 
handelbaren Modellkérper zu ersetzen, der nicht in allen Einzelheiten 
mit dem Fadenmolekiil iibereinzustimmen braucht, aber die Statistik 
der intramolekularen Abstande hinreichend gut wiedergeben soll. 

Am fruchtbarsten hat sich bis jetzt wohl das Irrflugmodell von 
W. KuuHN! und anderen? erwiesen. Mit Hilfe dieses Modells war es 
moglich, die verschiedensten physikalischen Eigenschaften von Faden- 
molekiilen in Lésung wie etwa Viskositat und Strémungsdoppel- 
_brechung? ? wenigstens in groBen Ziigen einer theoretischen Behandlung 
zuganglich zu machen. 

Das Irrflugmodell erwies sich erfolgreich bei allen Erscheinungen, 
wo es nur auf die grobe Gesamtgestalt eines Fadenmolekiils ankommt 
und nicht auf die Abstandsstatistik zwischen naher benachbarten 
Fadengliedern. Das letztere ist jedoch der Fall, wenn man die Réntgen- 
beugung an Fadenmolekiilen berechnen will. Versucht man dies auf 
Grund der Irrflugstatistik, so bekommt man, wie P. DEByE? gezeigt 
hat, eine Streukurve, die asymptotisch wie 1/9? (# = Streuwinkel) 
auslauft. Andererseits ware aber zu erwarten*, daB ein Fadenmolekiil 
sich hinsichtlich der Réntgenstreuung bei groBen Winkeln wie ein 
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starres Stabchen verhalten sollte, dessen Streukurve asymptotisch einem 
Verlauf wie 1/% zustrebt. Die Diskrepanz muB hier offenbar der ver- 
wendeten Statistik zugeschrieben werden. 

Dem einen von uns gelang es, unter Verwendung eines verfeinerten 
Modells (Persistenzmodell)® eine Streukurve+® fiir Fadenmolekiile zu 
berechnen, die mit den iibrigen Vorstellungen iiber die Streukurve im 
Einklang steht und sich auch im Experiment bewahrt hat. 

Beim Persistenzmodell handelt es sich darum, da Vektoren gleicher 
Lange (Kettenglieder) aneinandergereiht werden, aber nicht mehr 
irrflugartig, das heiBt unabhangig voneinander, sondern mit einer 
statistischen Koppelung derart, daB die Winkel zwischen je zwei auf- 
einanderfolgenden Kettengliedern immer derselben — fiir das be- 
treffende Modell charakteristischen — statistischen Verteilung ge- 
horchen. Diese Annahme ist fiir einheitlich aufgebaute Ketten durch- 
aus plausibel, besagt sie doch nichts weiter, als daB der Verbindungs- 
mechanismus fiir je zwei Kettenglieder fiir die ganze Kette immer der 
gleiche ist. Allerdings setzt das Modell auch voraus, daB die effektive 
Richtungsverteilung nur vom unmittelbar vorhergehenden Glied abhangt 
und kein zusatzlicher EinfluB weiter entfernter Kettenglieder besteht. 
Der sogenannte Volumeffekt z. B.’, der nur auBerst schwer streng mathe- 
matisch zu behandeln ist, muB also hier vernachlassigt werden. Die 
Kettenglieder bilden dann einen unstetig gebogenen Faden, der, von 
einem beliebigen Ausgangspunkt an betrachtet, seine Anfangsrichtung 
zunachst noch erkennen |aBt, sie aber dann beim Weiterschreiten immer 
mehr verliert und schlieBlich in das Irrflugmodell asymptotisch itiber- 
geht. Die Verknauelungstendenz eines solchen Fadens wird beschrieben 
durch die Persistenzlange, die folgendermaBen definiert ist: Wenn wir 
die Lagenverteilung z. B. des Verbindungspunktes des m-ten und 
(n + 1)-ten Kettengliedes, den wir im folgenden kurz als m-ten Ketten- 
punkt bezeichnen wollen, betrachten, dann muB diese rotationssymme- 
trisch um die Anfangsrichtung sein und der Schwerpunkt der Ver- 
teilung ist in der Anfangsrichtung um eine gewisse Strecke gegentiber 
dem Ursprung verschoben. Die Verteilungsschwerpunkte aufeinander- 
folgender Kettenpunkte konvergieren nun bei diesem Modell gegen einen 
bestimmten Punkt in der Entfernung a vom Ausgangspunkt. Diese 
Lange a, als Persistenzlange® bezeichnet, ist ein unmittelbar anschau- 
liches MaB fiir die Fortpflanzungstendenz (Persistenz) der Anfangs- 
richtung innerhalb der Kette und damit auch fiir die Verknauelung. 
Das Persistenzmodell bedeutet insofern eine Verfeinerung gegeniiber 
dem Irrflugmodell, als es den Ubergang vom nahezu gestreckten Zustand 
bei kurzen Stiicken eines Fadens zu véllig irrflugartig geknaueltem 
Zustand bei groBen Entfernungen plausibel wiedergibt. 

Es soll an dieser Stelle ausdriicklich betont werden, daB es sich da- 
bei um eine Modellvorstellung handelt, der Winkel zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Kettengliedern also keineswegs als chemischer 
Valenzwinkel aufzufassen ist, wenn wir auch den Ausdruck Valenzwinkel 
im folgenden der Einfachheit halber beniitzen werden. Die Zugrunde- 
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legung der chemischen Valenzwinkel und viollig freier Drehbarkeit 
filhrt namlich immer auf viel zu stark geknauelte Molekiile im Vergleich 
mit den tatsachlichen Verhiltnissen. Die strenge Berechnung eines 
Fadenmolekiils miiBte daher unter Beriicksichtigung der chemischen 
Valenzwinkel auch die Rotationsbehinderung in Betracht ziehen. Ver- 
suche in dieser Richtung* wurden tatsichlich schon ausgefiihrt und 
haben zu einer Formel fiir den mittleren Endpunktsabstand des Molekiils 
gefiihrt. Dariiber hinaus gehende Berechnungen der Abstandsstatistik 
dirften jedoch auf untiberwindliche Schwierigkeiten stoBen. 

Das Persistenzmodell ist also eine rein gedankliche mathematische 
Konstruktion, in der die Parameter so angenommen werden miissen, 
daB das Modell mit dem betrachteten Fadenmolekiil in den wesentlichen 
Ziigen der Statistik iibereinstimmt. 

Ausgehend von dieser Persistenzvorstellung soll nun in dieser Arbeit 
versucht werden, das Problem der intramolekularen Abstandsstatistik 
in Fadenmolekiilen weiterzutreiben. Das Ziel ist, eine Verteilungs- 
funktion W (rv, #,y) * zu bestimmen, die die Wahrscheinlichkeitsdichte 
angibt, mit der der Endpunkt des m-ten Kettengliedes an der Stelle 
r, },m (Kugelkoordinaten) zu liegen kommt. 

Als erster Schritt soll die Richtungsverteilung W, (0,q) des 
n-ten Kettengliedes in bezug auf das erste Kettenglied behandelt werden. 
Das allgemeine Problem der Abstandsverteilung** bleibt einer spateren 
Arbeit vorbehalten. 

Wir betrachten also ein Persistenzmodell der beschriebenen Art und 
legen den Ursprung unseres Koordinatensystems in den Anfangspunkt 
eines im tibrigen beliebigen Kettengliedes, wobei die Richtung dieses 
Kettengliedes die z-Achse bilden moge. Laut Definition besteht nun 
eine Wahrscheinlichkeitsdichte W (0, q) dafiir, daB das zweite Ketten- 
glied gerade die Richtung #. m aufweist. Abgesehen von der Bedingung 
der Rotationssymmetrie wollen wir der Funktion W keinerlei Be- 
schrankung auferlegen, insbesondere kénnte auch der Spezialfall ein- 
treten, daB die Wahrscheinlichkeitsdichte praktisch nur in einem un- 
endlich kleinen Streifen zwischen #% + ¢ von Null verschieden ist. 
Dies wiirde dem Fall eines konstanten Valenzwinkels mit vollkommen 
freier Drehbarkeit entsprechen. 


Die Richtungsverteilung des dritten, vierten usw. Kettengliedes muB 
eindeutig durch die Funktion W bestimmt sein. Da wir nur Richtungs- 
-verteilungen diskutieren, kénnen wir die Anfangspunkte aller Ketten- 
glieder in den Ursprung verlegen, so da8 die Richtungsverteilung als 
Haufigkeitsverteilung der Endpunkte auf der Lagenkugel erscheint. Die 
Lange eines Kettengliedes kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit 
als Einheit gewahlt werden. 


* Von der Koordinate m kann dann spater im Resultat abgesehen werden, da 
das Persistenzmodell grunds&tzlich Rotationssymmetrie um die Ausgangsrichtung 
besitzt. 

** Eine erste Naherung wurde schon von dem einen von uns a, a. O. gegeben?. 
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Aus der Definition der Funktion W als Wahrscheinlichkeitsdichte 


folgt die Normierungsbedingung 
22 


[w (9,~) sin Odd dp = 1 (1) 


p=0 8=0 
bzw. unter Beniitzung der Rotationssymmetrie 


: 1 
fro sin? d} = ce (2) 
#0 


Die Richtungsverteilung W, des dritten Kettengliedes, gleichbe- 
deutend mit der Dichteverteilung des dritten Kettenpunktes auf der 
Lagenkugel, ergibt sich aus der Verteilung W durch eine Wahrschein- 
lichkeitsiiberlagerung, die analog ist der als ,,Faltung‘‘ bezeichneten 
Operation. Diesen ProzeB der Richtungstiberlagerung wollen wir zum 
Unterschied von der gewodhnlichen Faltung als Richtungsfaltung be- 
zeichnen und im dritten Abschnitt genauer diskutieren. Bevor wir zu 
diesem eigentlichen Thema der Arbeit iibergehen, ist es vielleicht zweck- 
maBig, die gewohnliche Faltung im Sinne von DoretscH?®, die wir zum 
Unterschied von der Richtungsfaltung jetzt als Lagenfaltung be- 
zeichnen wollen, naher zu betrachten. Eine solche Betrachtung ist des- 
halb wichtig und fiir das Verstandnis des Folgenden notwendig, da wir 
auf diesem Wege die begriffliche Grundlage fiir das Weitere gewinnen 
werden. 


2. Lagenfaltung. 


Ganz allgemein versteht man nach DoETscH unter Faltung die 
Bildung einer neuen Funktion aus zwei vorgegebenen auf folgende Art: 
+ 0 


h(x) = | f(t) § (x—t) dt (3) 


Sie findet vor allem in der LApLAce-Transformation ihre Anwendung*. 

Wir wollen nun sehen, wie wir rein vom Empirischen her kommend, 
also durch Betrachtung der Eigenschaften unseres Persistenzmodells 
auf diese mathematische Form gelangen. 

Wir fassen also zuniachst eine ebene Kette ins Auge. Das erste Ketten- 
glied stellt die bestimmte Ausgangsrichtung dar und irgend eine Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung W (pm) (Abb. 1 0) fiir die Richtung des zweiten 
Kettengliedes sei vorgegeben. Schematisch wollen wir diese Verteilung 
durch die Dichte der Striche darstellen (Abb. 1 a). Die Wahrscheinlich- 


* Meist wird diese Formel in der etwas spezielleren Form mit den Integrations- 
grenzen von Null bis * angegeben; dabei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB 
beide Funktionen im Integranden nur fiir positive Werte von x von Null ver- 
schieden sind. Fiir das Nachfolgende ist es jedoch zweckmafiger, gleich von der 
etwas allgemeineren Form auszugehen. 
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keit daftir, daB das zweite Kettenglied den Winkel w mit der Ausgangs- 
richtung einschlieBt, genauer gesagt, da8 der Winkel zwischen gm und 
y + dy liegt, ist W (pm) dp. Im Punkte 6 schlieBt das dritte Ketten- 
glied an, das mit der jetzt als Bezugsrichtung zu nehmenden Richtung a b 
den Winkel a = x —p bildet, mit einem Spielraum da; die Wahr- 
scheinlichkeit fiir diese spezielle Kontiguration abc mit dem Spiel- 
raum dq da ist nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gegeben durch W (p) W (a) dp da, denn beide Wahrschein- 
lichkeiten sind nach Definition unseres Modells voneinander unab- 
hangig. Geht man jetzt von den unabhangigen Variablen yw und a zu 


w(g) 


depen 


Abb. 1. 


den neuen Variablen g und x iiber, so transformiert sich das Differential 
mit Hilfe der EuLERschen Determinante (= 1) in dpdx und wir be- 
kommen W () W (x —q) dp dx. Nun ist dies aber nur eine von vielen 
Moglichkeiten, daB das dritte Glied den Winkel x gegeniiber der Aus- 
_ gangsrichtung einnimmt. Nehmen wir x als vorgegeben und konstant 
an, so kann man diese Richtung fiir das dritte Kettenglied auch noch 
_ durch unendlich viele andere Méglichkeiten fiir den Winkel  erzeugen, 
- Moéglichkeiten, die einander ausschlieBen (entweder — oder — Wahr- 
_ scheinlichkeiten), tiber deren Wahrscheinlichkeiten daher zu summieren, 
bzw. hier zu integrieren ist. Das Integral ist dabei sinngema8 iiber den 
_gesamten Bereich der Variablen gw zu erstrecken. Wir bekommen so: 


> 2 
Wirt) as = | W (gp) W (x —@) dp dx (4) 
und daraus unmittelbar des Walisecheinlichkeitedichts 
+7 
W, w= fw (yp) W (x —@) dp (5) 


Es 14Bt sich nun zeigen, daB, wenn die Ausgangsverteilungsfunktion 
_W (g) normiert ist, das heiBt wenn 


2% 
[w@a= 
0 


auch W, (x) normiert ist. 
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Gehen wir nun zum nachsten Kettenglied tiber, so bekommen wir 
20 


W, (x)= | W,(y) W (x—¢) de (6) 
p=0 

und dies ist nun eine zu Gl. (3) analoge Form, also ebenfalls ein DOETSCH- 
sches Faltungsintegral. Dabei ist aber folgendes zu beachten: Unsere 
Winkelverteilung kénnen wir auch als Haufigkeitsverteilung auf dem 
Lagenkreis darstellen und den Kreisumfang auf eine Gerade abbilden. 
Solange sich die entstehenden Funktionen nicht tiberlappen, das heiBt 
nicht tiber den Punkt +z hinausgehen, ist der Ausdruck (6) identisch 
mit der Faltung auf einer Geraden im Sinne von DoETtscH. In diesem 
letzteren Fall waren die Integrationsgrenzen allgemein mit + 00 an- 
zunehmen. Durch die Setzung der Grenzen +2 ist die Uberlappung 
automatisch in Rechnung gestellt. 


Ausgangs- 


verrelling - 1. Felting eae : 3. Faltung 


-g | +2 -7 7 =7 a ile =} 7 2 
t 4, FaltUng + S Foltung 
=Z =i 7 2 -3 =2 i 7 2 3 
Abb. 2. 


Bei der ,,Faltung auf der Geraden“ ergibt sich im Kurvenbild, wie 
wir gleich sehen werden, ein AuseinanderflieBen der Kurve fiir die Aus- 
gangsverteilung und es zeigt sich bei der praktischen Ausfithrung solcher 
Faltungen immer wieder, ganz gleich von welcher urspriinglichen Ver- 
teilung man ausgeht, da die Faltungskurven sich in ihrem Aussehen 
immer mehr einer GAussschen Glockenkurve nahern. Diese Erscheinung 
ist so allgemein, daB wir sie wohl als eine im Wesen der Sache liegende 
GesetzmaBigkeit ansehen kénnen. Ein strenger mathematischer Be- 
weis dafiir liegt unseres Wissens nicht vor und diirfte wohl auch nur 
schwer zu erbringen sein. 

Kehren wir zur Verteilung auf dem ,,Lagenkreis‘‘ zuriick und bilden 
wir diese auf eine Gerade ab, so muB sich eine fiir den Kreisumfang 
periodische Funktion ergeben. Bei dieser ,,Faltung auf dem Kreis‘ 
werden wir auch spater die Ausgangsverteilung in Form einer FoURIER- 
schen Reihe ansetzen, was bekanntlich die normale Darstellungsmethode 
fiir periodische Funktionen ist. 

Als einfaches Beispiel betrachten wir etwa die in Abb. 2, 1. Bild, 
dargestellte Verteilung mit einer konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte 
innerhalb des Intervalls + 1/2. Durch wiederholte Anwendung von 
Formel (3) ergeben sich nacheinander die in Abb. 2 dargestellten Kurven- 
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formen, wobei das AuseinanderflieBen der Ausgangsverteilung und die 
Annaherung an die Gestalt der Gaussschen Glockenkurve unver- 
kennbar ist. 

Gehen wir jetzt zur Faltung auf den Kreis iiber und nehmen wir an, 
der Kreis habe den Umfang 2; aus der ,,Periode o0‘‘ von frither wird 
jetzt die Periode 2. An der ersten Faltung kann sich nichts andern, 
doch ist dadurch bereits der ganze Umfang des Kreises mit einer Ver- 
teilung belegt und wir sind wieder beim Ausgangspunkt angelangt und 
miissen also fiir die zweite Faltung von der in Abb. 2, 2. Bild, darge- 


Ausgangs- 


verrelling : LILLY 1 2Faltung 
Ba fs \ nie ¥ 
A 7 ih 


7 of 


. 3 faltung 5 4 Fa/tUNg : 5 Faltung 
=f 7 = jf 


Abb. 3. 


oh 


stellten Funktion ausgehen, wobei wir diese aber periodisch nach rechts 
und links bis ins Unendliche erganzen miissen. Durch fortlaufende 
Faltung der entstehenden Verteilungen ergeben sich schlieBlich die in 
Abb. 3 gezeichneten Kurvenbilder. 


E thaltung 7 2S alg 
=7 Z hf 7 


A & Faltung 


P 3/3110NG 


n = 
-7 if 


aa 7 


Abb. 4 


Nehmen wir etwa den Umfang des Kreises mit 3 an, so missen 
wir von der zweiten Faltung (Abb. 2) ausgehen, und erhalten dann die in 
Abb. 4 wiedergegebenen Funktionen. 

Diese periodischen Verteilungen legen den Gedanken nahe, sie mit 
Hilfe von Fourrerschen Reihen darzustellen. Dies sieht fiirs erste aus, 
als ob damit die Behandlung komplizierter wiirde — aus endlichen 
Polynomen werden unendliche Summen von Winkelfunktionen —, 
doch wird sich dieser Schritt in zweifacher Hinsicht als vorteilhaft er- 
weisen : 
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1. werden wir dadurch auf eine allgemeine Faltungsformel gefiihrt 
werden, die sofort die -te Faltung zu berechnen gestattet und 


2. leisten wir damit eine wichtige Vorbereitungsarbeit fiir die 
Richtungsfaltung auf der Kugel, bei der die unmittelbare Faltung so- 
fort auf gréBte Schwierigkeiten st68t und nur die Verwendung der der 
Kugel angepaBten LeGENDREschen Kugelfunktionen tberhaupt fiir 
hdhere Faltungen eine leicht zu behandelnde Lésung liefert. 

Der Bereich, in dem nur Verteilungsfunktionen vorkommen, ist der 
Umfang des Kreises, den wir mit der Lange w annehmen wollen; das 
Faltungsintegral wird nach (3) allgemein die Form haben 


h(x) = [ios (x—t#) dt (7) 


Wir setzen also die beiden Verteilungsfunktionen in Form einer 
normierten FourtERschen Reihe an, wobei wir uns auf symmetrische 
Verteilungen, die in der Praxis weitaus am wichtigsten sind, beschranken: 


j= M41 +0, cos? 1+ apc0s2 20-4...) (8 a) 
u u u J 

ie 2 Ib 2m | 
plete | sa 1 COO eA ae Pe COS ran fa (8 b) 


Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Funktionen von Null bis 
integriert den Wert 1 lefern, also der Normierungsbedingung geniigen. 
Fuhren wie sie in Formel (7) ein, so ergibt sich 


uU 


[iog(e—9 a= | =a sith aides = tea 


u 
e - vi 
co foe) loa) 
> DGG \ 22 2% 
+ De b, cos yp (x—1t) —t phe St a; bp COS = =71 5 SCs 8 (x = at = 
u yam uv ~ 
p=) t—1 R= 
i TT’. 27 
Pegs pee SAY Pe hk x 
u 2 u nen u 


wir bekommen also als allgemeine Formel fiir die Faltung zweier durch 
Fourtersche Reihen gegebener Verteilungen 


u 


; 1 ee 2: 
h(x) = | f(t) g (%—t) dé =—)1 + z= Ap bp cos =k x (9) 
; z 


Wie man sieht, ist das Bildungsgesetz fiir die entstehenden Funk- 
tionen recht einfach; es beinhaltet im wesentlichen die Multiplikation 
entsprechender Koeffizienten der Fourterschen Reihen. 
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; Gehen wir nun von einer beliebigen Verteilung aus und fiihren wir 
die erste Faltung durch; in diesem Fall ist g (f) =f (¢), also bg = ap 
fiir alle k und wir erhalten 


cos ey k | (10) 
u 


Dies ist aber eine Form, die sich von der in (8) dargestellten nicht 
wesentlich unterscheidet, und wir kénnen sofort (10) und (8a) mit- 
einander falten und es ergibt sich 


ers 
in =F reais | 
m aan = 


k=1 


usw. und schlieBlich erhalt man fiir die n-te Faltung die allgemeine 
Formel 


] se n+1 27 
lin (X) = L Se eos Lae (11) 
u yap TD} u J 
k=l 


An diesem Ausdruck erkennt man wohl recht deutlich den Vorteil 
der Reihenmethode gegeniiber der direkten Anwendung von Formel (3). 

AbschlieBend sei nun noch das erste der beiden Beispiele von vor- 
gegebenen Verteilungsfunktionen auch nach dieser anderen Methode 
behandelt. 

Die Fourrer-Entwicklung der Ausgangsverteilung in Abb. 3 liefert 
die Reihe 

1 


f (x) =1 + Alcosma—t cos x + 5005 sax... 


und daraus bekommt man mit Hilfe von (11) 


1 gnte2 COS 596% COS) D 6 
hy (x) at Bt coses (carat 5nt1 F | (12) 


Da zumindest fiir ganzzahlige » die Summen in den eckigen 
Klammern endliche Werte aufweisen, kann man durch Vergleich mit 
der direkten Methode (Abb. 3) Formel (12) iiberpriifen. Auf die dazu 
nétigen mathematischen Entwicklungen soll jedoch nicht naher ein- 
gegangen werden. 
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3. Richtungsfaltung. 


a) Die Faltung auf der Lagenkugel. 


Gehen wir nun eine Dimension hoher zu Verteilungen auf der Kugel 
iiber, so miissen wir dafiir den Faltungsbegriff etwas erweitern. Der 
Faltungsraum ist jetzt die Oberflache der Einheitskugel, also notwendig 
begrenzt (eine Abbildung auf die Ebene, die der Abbildung des Kreises 
auf die Gerade entspricht, gibt es bei der Kugel nicht). Wenn wir analog 
wie. friiher vorgehen, so hat die Faltungsintegration iiber eine Kugel- 
oberflache erstreckt zu werden. Es kommt daher noch ein Faktor 
sin @ unter dem Integral hinzu, entsprechend werden wir an Stelle der 
Fourierschen Reihen bei der ebenen Verteilung 
jetzt auf die LEGENDREschen Kugelfunktionen 
gefiihrt werden. 

Als allgemeinsten Fall betrachten wir nun 
die Faltung zweier rotationssymmetrischer 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen A (#) und B (#). 
Analog zu (5) laBt sich die Faltung durch 
folgende Formel darstellen (Abb. 5) 


bf 22 
C (8,9) = if | A (9') B (a) sin 8 di dq’ 
Abb. 5. ‘A 
V=0 y’=0 (13) 


Die resultierende Funktion C (#) ist ebenfalls rotationssymmetrisch, 
weshalb wir den Azimutwinkel g auch weglassen kénnen. Die auf dem 
Kreis geltende Beziehung a = x —p ist hier durch den spharisch- 
trigonometrischen Kosinussatz zu ersetzen 


cos a = cos # cos # + sin # sin } cos (y’ —g) (14) 


Die direkte Berechnung von (13) mu8 einfachen Beispielen vorbe- 
halten bleiben. Eine allgemeine Behandlung der Richtungsfaltung 
kann nur durch Verwendung der Reihenmethode versucht werden. 

Wir setzen also die vorgegebenen Verteilungen A (#) und B (@) in 
Form einer LEGENDREschen Reihe an 


A (8) = "ap P, (cos 9) (15 a) 
k=0 
B(é) = >. b, P; (cos 0) (15 b) 


1=0 


worin durch P, (cos #) die LEGENDRE-Polynome bezeichnet werden, die 
in Tabellenwerken! nachgeschlagen werden kénnen, und die az, bzw. b; 
infolge der bekannten Orthogonalitatsbeziehung durch die Ausdriicke 
gegeben sind: 
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7 


2k 
a, = a A (cos &) Px (cos 8) sin 0 dd (16 a) 
oar 
esa , 
bb = ae | B (cos 8) Pi (cos 8) sin 9 dd (16 b) 
6 


In diesen Formeln sind die vorgegebenen Funktionen 4 (#), bzw. 
B (8), z. B. eine konstante Verteilung fiir einen bestimmten 0-Bereich, 
als Funktion von cos @ einzusetzen. 


Da die zweite Verteilungsfunktion B in das Faltungsintegral (13) 
als Funktion des Winkels a eingeht, werden wir zweckmaBig das be- 
kannte Additionstheorem fiir Kugelfunktionen verwenden: 


P; (cos a) = P; (cos #) P; (cos #) + 


—m) | 
2° S* Load Py" (cos 0’) Py” (cos 9) cos m (p’ —9q) (17) 


[Py" (cos #) die zugeordneten Kugelfunktionen] 
Fiithren wir jetzt (15) und (17) in (13) ein, so erhalten wir 


% 22 


C (39) = { | S” ax Pi (cos &) >. b; Pi (cos a) sin ® di dy! = 
#=0 g’=0 & y 
x 2% 
= fi if Ey SY ay by Px (cos 9) P, (cos 3) P; (cos 8) sin # dy dg’ + 
H=0 g/=0 k 


1 
% 22 
7 


l 
a Cm)! ae 
+f |X Senso yom p (cos 8’) 
ee gg e.g m=1 


* Py” (cos J) cos m (p’ —q) + sin # dy’ ay’ = 
Pit aie BOE 2 ein a I 
= cos # = x’, dx' = —sin 9 dp’ | = 
+1 
= i DS pd Ap bj Px (x) Py (x') Py (x) 2adx’ + 


—i & l 


% ? (1 —m)! a Siar on 
D> i ax by Px (cos 8) 2 : fee (cos 0) Py" (cos &) - 
0 k I m=1 
22 


-sin 0 di’ | 00s m (y’ — ~) in 


0 
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Das letzte Integral verschwindet, da m ganzzahlig und gréBer als 
Null ist, und somit ergibt sich schlieBlich unter Verwendung der Ortho- 
gonalitatseigenschaft der Kugelfunktionen 

+1 


= | 20S” DS) ani IPs (x’) P, (e) P; (x) Ci 
—1 k 1 


pion 


I 20S” DS” an bi P; (x) [> (x’) PP; (x’) aie 
k 1 


1 
1 
C (0) == ie a Tate (cos #) (18) 


A (9) und B (8) in (15) miissen als Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
perme sein, es muB also Ser! 


ce fae )sin 0 d¥’ dy’ = - f [s NS” ay Px (cos &) sin # d9’ dg’ = 


=0 9’=0 k 
+1 


wie cos) sino" = 2 Nios | P x(x") dx’ = 1 
=. 
Da dieses Integral aber fiir k 40 den Wert Null annimmt (aus der 
Orthogonalitatsrelation 
4 
[ Pc OV pee Ne ae fiir eo 
—1 
ergibt sich unmittelbar diese Eigenschaft, wenn man / = 0 setzt, da 
Py (x’) = 1 ist), so erhalt man schlieBlich 
4m a) = 1 
oder 
1 


Oe ae (19) 


und ebenso fiir b). Wir trennen deshalb in (15) das erste Glied der Summe 
ab und schreiben dafiir 


1 
at + ee ax Px (cos #) 


A (0) = (20 a) 


1 
» a, P; (cos 3) 
fa 


eb fe, (SS Sy 


BO)= titan d 


(20 b) | 
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und setzen damit auch an Stelle von (18) 


{| { epee Eee 
Pisy = san We : ees 
(@) aa|' = pW es Ps (cos) 


Wenn wir noch die Abkiirzungen 
47 Ak = ap, 47 by = Br (21) 


einfiihren, bekommen wir daraus als allgemeine Faltungsformel fiir 
die Kugel 


C(O) = Ey 14 EE a, cos] ea) 


~w2k4+1 
k=1 


Fir unser Persistenzmodell ist nur der Fall A (Y) = B (#9) inter- 
essant; wir erhalten so fiir die erste Faltung 


Ld aes Smee” 
Cy (a) = ss 

1 (V) rr = 2k (cos 
und daraus ergibt sich genau so wie bei der Faltung tiber die FourrErR- 
schen Reihen beim Kreis schlieBlich die Formel fiir die 1-te Faltung 


ea) 


Cn (9) | “* —)" pa tcosa)! (23) 
k=1 J 


hoe ry ee 


Dadurch sind wir in die Lage versetzt, prinzipiell fiir jede beliebige 
Ausgangsverteilung eine beliebig hohe Faltung unmittelbar auszu- 
rechnen und die Schwierigkeiten liegen allein im Rechentechnischen 
beziiglich einer unter Umstianden langsamen Konvergenz der Reihen. 

Abgesehen von der praktischen Bedeutung der Reihenmethode fiir 
die rechnerische Durchfiihrung der Richtungsfaltung bekommen wir 
dadurch auch recht allgemeine Aussagen iiber den Faltungsvorgang 
selbst. Zunachst erkennt man aus (23), daB die Koeffizienten der 
Kugelfunktionen bei einer Faltung stets kleiner werden. Man nahert 
sich daher durch fortgesetzte Faltung dem Endzustand der gleich- 
mafigen Haufigkeitsverteilung auf der Lagenkugel, wie wohl unmittel- 
bar eingesehen werden kann. Da beim Bildungsgesetz der Koeffizienten 
der k-ten Kugelfunktion in der n-ten Faltung der Faktor (2k + 1)” im 
Nenner steht, ist klar, daB im allgemeinen bei fortgesetzter Faltung die 
Kugelfunktionen héherer Ordnung immer mehr gegentiber denen niederer 
Ordnung zuriicktreten werden. Sind z. B. in der Ausgangsverteilung 
die erste und dritte Kugelfunktion mit gleichen Koeffizienten enthalten, 
dann hat sich nach der zehnten Faltung das Verhiltnis bereits um mehr 
als zwei Zehnerpotenzen zugunsten der ersten Ordnung verschoben. 
Falls allerdings die Ausgangsverteilung ein Maximum bei einem Winkel 
Y ~ 0 aufweist, so miissen in der Reihenentwicklung die Koeffizienten 
deryenigen Kugelfunktion besonders hervortreten, die ebenfalls ein 
Maximum etwa an dieser Stelle besitzen. Dann werden wir erwarten, 
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daB diese Kugelfunktionen auch bei héheren Faltungen relativ vor- 
herrschen, das heiBt daB ein geniigend scharfes Maximum der Ausgangs- 
verteilung auch bei fortgesetzter Faltung noch erkennbar sein wird 
(vgl. S. 28). 


b) Diskutierte Beispiele. 


a) Konstante Verteilung auf der Halbkugel. 


Im Anschlu8 an die allgemeinen Ausfiihrungen des vorigen Ab- 
schnitts seien nun noch wie friher einige Beispiele angefiihrt, um die 
Anwendung dieser theoretischen Erérterungen auf den modellmabigen 
Richtungsaufbau der Fadenmolekiile zu demonstrieren. 

Zuerst sei eine konstante Verteilung auf einer Halbkugel vorgegeben, 
was in der realen Kette jener Anordnung entspricht, die dadurch zu- 
stande kommt, dai jedes folgende Kettenglied mit der Richtung des 
vorhergehenden irgend einen spitzen Winkel bildet und daB eine kon- 
stante Wahrscheinlichkeitsdichte a dafiir besteht, da irgend so ein 
spitzer Winkel eingenommen wird. 

Infolge der Normierungsbedingung muB gelten 

7/2 27 
asinddddg =2na=1 
9=0 gp=0 

und daraus 

(Poy 

inh, 20K 
und somit erhalten wir den Betrag 1/2 als konstante Wahrscheinlich- 
keitsdichte. Diese Funktion 
2” 
oat 


miissen wir in eine Reihe von LEGENDREschen Kugelfunktionen ent- 
wickeln, kénnen sie also in der Form (20) mit der Abkiirzung (21) an- 
setzen 


AY (24) 


jal ata | 
A (8) = —j41 + » Py (cos @ 
(9) reel - a eral (25) 
Nach (16), (21) und (24) bekommen wir fiir die Koeffizienten 

n/2 cI 

2y+1 f 1 , ; 
Oy. aor 5 | = P, (cos #) sin 0 dd = (27 + 1) | Py {eax 
. (26) | 


Unter Bentitzung der Polynomdarstellung der einzelnen LEGENDRE- 
Polynome kann man unschwer die einzelnen Koeffizienten bestimmen _ | 
und damit nach (23) jede beliebige Faltung; in diesem Fall laBt sich || 
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aber auch durch einen mathematischen Kunstgriff, den wir hier nicht 
in extenso vorfiihren wollen, die Integration allgemein ausfiihren. Der 
endgiiltige Ausdruck fiir die n-te Faltung erhalt dadurch die Gestalt 


om (2) = 
] =< 1 2B nw +1 
aa mat »3 (—1)""+) (4 4-3) bee | | - Payy1 (cos a| 


v=0 
(27) 


Alle auf diese Art entstehenden Verteilungsfunktionen enthalten 
nur Kugelfunktionen ungerader Ordnung und sind daher  schief- 
symmetrisch um den Aquator. Wir bekommen so fiir die ersten vier 
Faltungen, wobei die Werte fiir die Ausgangsverteilung und die erste 
Faltung mach der direkten Methode (siehe weiter unten) ermittelt 
wurden: 


Tabelle 7. 

cos 8 1 as ale Eg 0,4 0,2 0 

0 ee eC 53,1° | 66,49 78,5° 90° 
n | I | | | 

0 0,159 | 0,159 C159 10159 0,159 0,0796 
1 40,169 99.0,1246-..|  -0;1122 0,1003 0,0897 0,0796 
2 0,108 0,103 0,098 0,0919 0,09 0,0796 
3 0.0945 | 0,0915 | 0,0885 0,0855 0,0825 0,0796 
4 0,0871  0,0855 | 0,0840 0,0825 0,0813 0,0796 


Die bildliche Darstellung der erhaltenen Funktionen ist aus Abb. 6 
zu ersehen. 


Die Reihen konvergieren mit zunehmender Anzahl der Faltungen 
immer besser und etwa schon die vierte ist unschwer auf vier Dezimalen 
genau zu bestimmen. Andererseits lat sich aber die erste Faltung, die 
nach der Reihenmethode am schlechtesten konvergiert, leicht direkt 
berechnen, wie gleich gezeigt werden soll. Reihenmethode und direkte 
Berechnung erganzen sich also in dieser Beziehung recht gut. 
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Gehen wir nun zur direkten Darstellung iiber. Die Schraffierung 
auf Abb. 7 zeigt die vorgegebene konstante Verteilung auf der Lagen- 
kugel an. Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, daB sich der Endpunkt 
des zweiten Kettengliedes irgendwo auf der nérdlichen Halbkugel be- 
findet, ist also tiberall die gleiche 1/2. An einer beliebigen Stelle dieses 
Bereiches kann sich das dritte Kettenglied anschlieBen, natiirlich mit 
der gleichen Wahrscheinlich- 
keitsdichte. Greift man also 
die festgehaltene Poldistanz 
@ fir das dritte Kettenglied 
heraus, so kann diese durch 
unendlich viele Méglichkeiten 
realisiert werden, jedoch nur 
von solchen, die sich héch- 
stens im Winkelabstand 90° 
von diesem Punkt befinden, 

Abb. 7. da ein EinfluB der entfernter 

liegenden Punkte nicht besteht. 

Da andererseits aber die siidliche Halbkugel von vornherein keine Be- 

legung aufwies, so ist diese auch auszuschlieBen und wir erhalten als 

Bereich fiir gleiche Moglichkeiten (entweder — oder — Bereich) ein 

Kugelzweieck mit dem Offnungswinkel 2— #, dessen Flache multi- 

pliziert mit der doppelten GroBe der konstanten Verteilung bereits die 

gefaltete Verteilungsfunktion liefert. Diese Uberlegung wird durch 

Analogie zu den Ausfiihrungen des ersten Kapitels unmittelbar ein- 
sichtig. 

Die Flache eines Kugelzweiecks mit dem Offnungswinkel # im 
BogenmaB ist 2 # und wir erhalten somit als erste Faltung 


Cp ene L( 4 (28) 


4n2 22 It 


Die entstehende Verteilungskurve ist in Abb. 6 dargestellt. 
Die Ausfiihrung der zweiten Faltung fiihrt, ohne genauer darauf ein- 
zugehen, auf den Ausdruck 


n{2—0 n/2+9 qg* 
Gey = | C, (9’) sin 8° do’ + | C, 9") | >=sin 8 a do’ 
0 =n)/2—0 o’=—9* : 
cos p* = — cot # - cot 3 


dessen vollige Ausrechnung auf fast uniiberwindliche Schwierigkeiten 
stoBen diirfte. 


8) Exakter Valenzwinkel. 
Als nachstes Beispiel wollen wir den Fall betrachten, daB ein ganz 


bestimmter Valenzwinkel # zwischen den einzelnen Kettengliedern vor- 
gegeben ist, wobei selbstverstandlich die freie Drehbarkeit erhalten 
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bleiben soll. Zum Zwecke der mathematischen Behandlung wollen wir 
zunachst eine konstante Haufigkeitsverteilung der Breite t in &, bzw. 
6 in x = cos # annehmen und spater 0 gegen Null gehen lassen. 

Bei diesem Ansatz folgt die Wahrscheinlichkeitsdichte } aus der 
N ormierungsbedingung: 


dtr 2n 
| (pos See ae a le gr ge 
9-8 ne 

= 

=| cos ? = x, cos (+1) = ¥—6 =22760h=1 
Se ee RS ee intl | 

pees (29) 
220 
und fiir a, bekommen wir nach (16) und (21) 
x40 x4 
1 = 2k+1 a 
Oe = 20 (2k+ » | anal? (2) dx | Py (%) dx 


Da 6 eine kleine GréBe ist, die gegen Null streben soll, kénnen wir 
die Anderung der Kugelfunktion innerhalb dieses 6-Intervalls vernach- 
lassigen und P,, (x) als konstant betrachten, Somit ergibt sich 


x 


Wir bekommen also nach (23) als allgemeine Faltungsformel 


Cy (9) = a 

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daB die vorliegende Abstrak- 
tion des exakten Valenzwinkels nur eine mathematische Fiktion dar- 
stellt, wobei schon die Ausgangsverteilung iiberhaupt nur durch einen 
Grenztibergang dargestellt werden kann. Trotzdem wird es lehrreich 
sein, diese Abstraktion des exakten Valenzwinkels etwas zu diskutieren. 

Wir wollen zuerst den fiir den realen Aufbau der Fadenmolekiile 
nicht in Betracht kommenden Valenzwinkel von 90° kurz. ins Auge 
fassen. Die Bestimmung hdherer Faltungen bietet nach Formel (30) 
keine Schwierigkeiten. Die erste und zweite Faltung rechnen wir iiber 
die direkte Methode, was wir zuerst ausfiihren wollen. 

Wie vorhin nehmen wir anfangs wieder die Valenzwinkelschwan- 


uf + D7 (2k +1) [P; (cos d)}+1- P, (cos 0| (30) 
: i=! 


: 1 
kung 6 an und die daraus folgende Starke der Verteilung are Wie 


man aus Abb. 7 erkennt, bekommen wir die erste Faltung als Produkt 
aus der doppelten Starke der Verteilung und der Fliche, die von den 
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vier (in erster Naherung) GréBtkreisen (vorn und hinten) ausgeschnitten 
wird. Da 6 sehr klein ist, k6nnen wir die entsprechende Figur durch 
ein Parallelogramm annahern und es ergibt sich schlieBlich 
1 Oo 1 
S00) 47n?62 sind : 22? sin J oS 

Wie man sich leicht tiberzeugt, erfiillt die entstehende Verteilung die 
Normierungsbedingung, obwohl sie fiir #— 0 (das ist dann der Fall, 
wenn sich die beiden Ringe tiberdecken) gegen unendlich strebt. 

Bei der zweiten Faltung — nun besteht ja bereits auf der ganzen 
Kugeloberflache eine Belegung — kommt es auf die Flache des Ringes an 
(Abb. 8), multipliziert an jeder Stelle dieses Ringes mit der entsprechen- 
den Ausgangsverteilung, wofiir die trigono- 
metrische Beziehung 

cos }’ = sin): cosp (32) 
die wir aus Abb. 8 ablesen k6nnen, zu ver- 
wenden ist. Unter Beniitzung von (29) be- 
kommen wir somit fiir die zweite Faltung 

7 6 


a7 5 22 
aes ete 
COs | sin 3 dd [ c,(oya9 (33) 
Abb. 8. Sees “ 
= »=0 
2 2 


Das erste Integral ergibt, da 6 eine kleine Gr6é8e sein soll (und hier 
praktisch mit t identisch ist), 


ida neh 70 ) 
By hs} rary 
at re = 6 ie 
[ sin Bab —— cos = | sin “sin 5 >d 
rie tte ee i 
2. 2 2 2 


Mit Hilfe von (31) und (32) la8t sich nun (33) umformen in 


22 2n 


ee 1 ogali dp 
Cy (0) = ig = — = Y 
2(¥) el 2n®sind ) 473 | /1—sin 2 9 cos? (54) 
p=0 6 

Wie man aus der Periodizitét der Funktion cos? erkennt, kann 

man fiir (34) auch schreiben 

7/2 
ite l 1 

C, (9) = | os - K (sin? 9) (35) 


beef Paes eT: a 
a J \/1—sin? 9 costg = 
0 


und dies ist jetzt ein vollstandiges elliptisches Normalintegral erster 
Gattung, dessen Funktionswerte in Tabellenwerken™ nachgeschlagen 
werden kénnen. Diese Funktion wird, im Gegensatz zur ersten Faltung, 
bei 9 = 2/2 unendlich, doch, wie man aus der Reihenentwicklung fiir 
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rhea Ls f : : : beee 7 
- die Funktion & erkennt, nicht wie —— fiir ¢ > 0, wie im ersten Fall, 
sin € 


* 4 f ; 
sondern wie In eA fiir e > 0, was die Annahme rechtfertigt, daB 


die nachste Faltung iiberhaupt keine Unendlichkeitsstelle mehr liefern 
wird, da der Logarithmus von allen Funktionen diejenige ist, die am 
schwachsten unendlich wird. 


Erganzend wollen wir jetzt zwei héhere Faltungen nach der Reihen- 
methode berechnen. Mit Hilfe der Beziehungen 


Ponts (0) 10) Pe (— x) = (— 1) a (x) 


ergeben sich, wie man aus (30) erkennt, nur Verteilungen, die um den 
Aquator symmetrisch sind. Es wurde die zehnte und elfte Faltung 
berechnet; diese beiden Verteilungen, die praktisch zusammenfallen, 
sowie die erste und zweite Faltung sind in Tab. 2 und Abb. 9 dargestellt. 


Tabelle 2 
cos® | 1 ae ee 0,4 0,2 0,0 
ce 9 | 
0 
| fo 36,99 | 53,19 66,4° 78,5° 90 

1 0 0.0843 | 0,0635 | 0,0553 | 0,0517 | 00,0507 

2 | 0,0507 | 0,0564 | 0,0643 | 0,0754 | 0,0973 co 
10 0.0794 | 0,0795 | 0,0796 | 0,0796 | 0,0797 | 0,0797 
| 0,0796 | 0,0796 | 0,0796 | 0,0796 | 0,0796 | 0,0796 


58) 


1 08 06 04% 02 O -~0@ -0% -06 -08 -1 cos U 
Abb. 9. 


Gehen wir nun zum exakten Valenzwinkel von 70° iiber, wobei unter 
Aufrechterhaltung der freien Drehbarkeit keinerlei Schwankung des 
Valenzwinkels zugelassen wird. Die Schwierigkeiten dieses Falls bei 
der direkten Faltung gegentiber dem vorhergehenden erflieBen daraus, 
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daB wir es jetzt nicht mehr mit KugelgréB8tkreisen zu tun haben, wie 
aus Abb. 10 zu ersehen ist. Es gelingt aber mit Hilfe einiger trigono- 
metrischer Uberlegungen, die wir hier nicht vorfiihren wollen, einen 
verhaltnismaBig einfachen Ausdruck fiir die erste Faltung zu ent- 
wickeln: 
1 . Gag SO] 2 

sin = i (36) 


~ 272%sina’ 2 sin o 


Cy (0) 


Nach dieser Formel kénnen wir die Funktionswerte leicht berechnen. 
Interessant sind wieder die Unendlichkeitsstellen, von welchen zwei 
auftreten, am Pol und beim Winkel # = 140°, also beim doppelten 
Valenzwinkel, was durchaus einleuchtet, da ja die Ausgangsverteilung 
bei # = 70° lag und also im Winkelabstand von 70° von dort aus ge- 
rechnet maximale Verteilungsdichten entstehen miussen. 


Abb. 10. Abb. 11. 


_ Gehen wir zur zweiten Faltung tiber, so bekommen wir analog zu 
friiher [Ubergang von (33) zu (34) ] 


C6.0.=— [ C, (9) dp (37) 


wobei, wie aus Abb. 11 abzulesen ist, die Beziehung gilt 
cos ® = cos # cos } + sin J sin cos Pp (38) 


Die Ausfiihrung der Rechnung fiihrt wieder auf elliptische Integrale, 
wobei wir jetzt den Bereich fiir die Poldistanz % unterteilen miissen: 


Bereich I: 0<0<70° und 150°<80< 180° 


C, (0) = —— sin? J Re | = _sin? Osind 


an sins yates sin grat | ante sin thus u a: 
2 2 2 2 
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Bereich If: --70%< 0 < 150° 


ace RSet é 
228 |/ sin asin tS : OS Ser mas 
2 2 2 
| 30489 .. 39—8 
sin “es : 
-K 

== — — = . 39 b 

in Jae a pA L sin3 pee ae 3a—8 ) 
2 2 ae | 


Die numerische Berechnung der Funktionswerte ist leichter als es zu- 
nachst aussieht. Wichtig sind wieder die Unendlichkeitsstellen, die sich 
neuerdings im Abstand von 70° von denen der ersten Faltung ergeben, 
wobei am Siidpol gewissermaBen eine Reflexion stattfindet. 

Aus der Tatsache, 


Bel ob 
daB die Haufungsstellen 4 iy 9 30 wo 50 60 Y 80 90 100 110 120 130 140 150 160 110 160 
immer im Abstand von im 
70° von denen der vor- 7 bat 
hergehenden _—_— Faltung ‘ : r 
liegen, ist vielleicht der , Ay len | 
SchluB berechtigt, daB if 
: See oes 7 7 
dies auch fiir die folgen- iH? Deghel a1 
den Faltungen eintreten 7 7 Oe aS | 
wird. Wie man aus & ol | | 
‘ NV « —* 
Abb. 12 leicht entnimmt, & » ge ae | 
hat die Richtungsver- * | 
tt die Richtungsver- + : <a af ee = 
teilung nach 16 Fal- \7 olay? 
tungeneinenstationaren !7 4 HR iz or 
Zustand erreicht, im 7% aa aes Nea 
Abstand von 20° be- # a a | er 
finden sich Haufungs- *? 777 TTT 1 
stellen, gewissermaBen % Sear tia ech iarsaiTy 
Resonanzpunkte, und dh ne Ss eT ead ma 
1_¢—i__¢ _1_@- ? nis er S 


bei jeder folgenden Fal- Hi 


tung verschieben sich Abb. 12. 
alle diese Punkte immer 
nur um 10°. Dieses Resultat ist zwar durch obige Uberlegung nicht 
streng bewiesen, steht aber im Einklang mit den Folgerungen, die 
wir aus der Reihenformel (23) gezogen haben (S. 18). Fiir den 
Richtungsaufbau der Modellkette bedeutet dies, daB eine stark bevor- 
zugte Ausgangsrichtung auch nach vielen Faltungen sich noch immer 
in Form von gesetzmaBig gelegenen Haufungsstellen zu erkennen gibt. 
Natiirlich basiert dieses Ergebnis auf der in der Natur nicht zu 
erwartenden Abstraktion eines konstanten Valenzwinkels mit vollig 
freier Drehbarkeit. 

6* 


84 G. Porop und F. Smota: 


Es handelt sich hier also nur um die Eigenschaft eines idealisierten 
Modells. Nehmen wir an Stelle eines statren Valenzwinkels eine ge- 
wisse Schwankungsbreite an, dann kénnen wir in Analogie zur Dampfung 
bei wirklichen Resonanzerscheinungen ein starkes Abflauen dieses 
Haufungseffektes erwarten. 

AbschlieBend seien die Funktionswerte der beiden Faltungen (Tab. 3) 
und die Kurvenbilder (Abb. 13) wiedergegeben. Die Reihenmethode ist 
hier deshalb nicht zur Anwendung gekommen, weil die Reihen wegen der 
auftretenden Unendlichkeitsstellen bei den ersten Faltungen in deren 
Nahe schlecht konvergieren werden. 


Tabelle 3 
0° 20° 36,8° | 40° | 53,2° | 60° | 66,5° | 70° 
CG. oo 0,1401 | 0,08 | | 0,0607 | 0,0536 | 
Cy, | 0,0524 | 0,0545 0,0620 | 0,0843 | | 20 
po 
90° 110° | 113,5° | 130° 131° 140° | 150° 160° 
C, | 0,0514 | 0,0633 0,1047 ake: Loai8 | 0 
C, | 0,0667 | 0,0552.-| | 0,0552 | 10,0612 x | 0,0657 
170° 180° 
C, 0 0 
C, | 0,0601 | 0,0593 


Nebenbei sei noch auf eine Methode hingewiesen, die durch etwa 
auftretende Integrationsschwierigkeiten bei direkter Berechnung der 
Faltungen nahegelegt wird. Es handelt sich um eine graphische Faltung 
im Anschlu8 an Abb. 11, bzw. Formel (37) und (38). 

Wegen der Rotationssymmetrie kénnen wir analog zu (37) schreiben 


uu 


: at eee 
C k+1 (0) = ie | Cc k (d ) dp (40) 
<0 
mit (38) 
cos # = cos 8 cos 8 + sin # sin 9 COS MP (41) 


dabei sei Cx (0’) graphisch (Abb. 14 a) gegeben. Greifen wir nun einen 
bestimmten 3-Wert #, heraus, so laBt sich bei vorgegebenem Valenz- 


winkel @ fiir eine Reihe von g-Werten # nach (41) berechnen und dazu 
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die jeweilige Verteilung C, (9) in Abb. 14a ablesen und als Ordinate 
in einem neuen Bild (Abb. 14 0) auftragen*. 

Nach (40) ist die Flache zwischen der Kurve und der y-Achse, ge- 
nommen bis x gleich x: Cz+1 (#), und wir haben somit einen neuen 
Funktionswert nach Division durch z erhalten. Wiederholen wir diesen 
ProzeB fiir mehrere #-Werte, so bekommen wit schlieBlich ein Diagramm 
fiir die neue Verteilung Cx+1 (0) (Abb. 14 c). Selbstverstandlich kénnen 
wir iiberall statt der Winkel auch Winkelfunktionen, in unserem Fall 
den Kosinus, auftragen. 


Ly 
x 
be oe 
YE = 
| aaa SER ve — —— 
2 1 20 30 40 50 60 70 80 90 100 710 120 730140 150 160 770 780 a 
Abb. 13. 


y) Konstante Valenzwinkelschwankung. 


Um die allzuweit gehende Idealisierung des vorigen Beispiels etwas 
zu mildern, wollen wir nun ein Modell durchrechnen, bei dem der Valenz- 
winkel mit konstanter Haufigkeit innerhalb eines Intervalls von 10° 
schwankt. 

Aus der Normierungsbedingung erhalten wir die Starke der kon- 
stanten Verteilung: 


22 9=75 
. . 1 

a | | sin 0.29 =h-22-0,1658=1, Laas gate 

9 =00=65° 


Nach (16) und (21) bekommen wir fiir die Koeffizienten 


75 
pm hth an f I - 12,21- Px (cos 9) sin 8 dd = (42) 
2 4x 
865 


= (2k+ 1)-6.105 | P;, (cos 0) sin 0 dd 


65 


* Die Abbildungen sollen nur die Methode demonstrieren und sind nicht 
quantitativ zu nehmen. 
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Aus der fiir Kugelfunktionen giiltigen Beziehung 


(2k + 1) Px (cos #) = — { Pr+1' (cos #) — Pr_1' (cos 8)} (43) 


et 75 65 65 
| (2k + 1) JE (cos #) Go = Pen == Eis Si 
0 =65 75 75 


und so ergibt sich aus (42) 
ap — 6,105 A PL (65°) — Pry1 (75°) — Pra (65°) + Pra (75°)} (44) 


6,8) 


Q 


eer (3) 


| Ze | .: 


Abb. 14. 


Wir sehen, daB die Koeffizienten verhaltnismaBig einfach zu be- 
stimmen sind, wobei wir die Funktionswerte der héheren Kugelfunk- 
tionen, wenn sie nicht mehr tabelliert sind, iiber die Rekursionsformel 


k Px + (k— 1) Pro — (2k — 1) X Pp = 0 
die sich auch in die Form 


k 
psc mea pi (45) 


bringen laBt, leicht berechnen kénnen. Mit diesen Koeffizienten kénnen | 
wir nach Formel (23) jede beliebige Faltung bestimmen, doch miissen | 
wir erwarten, daB die Reihen fiir die ersten Faltungen schlecht kon- 
vergieren werden. | 

Fir die hdheren Koeffizienten der Summen (rk groB), selbstver- | 
standlich auch fiir die héheren LEGENDRE-Polynome selbst, laBt sich | 
die Rechnung durch die asymptotische Darstellung der Kugelfunk- 
tionen etwas erleichtern: 


P,, (cos 9) = > . a sin (. + 1) 0 +4 (46) 


no sin ? 
woraus wir fiir die earnest erhalten: 


2k 7 
aya A ET. nat | 2 ee Le r+ to+tsnoao. 
Vz |/sin 9 2 4 


(47) 


ee 
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Daraus ergibt sich weiter, wenn wir beriicksichtigen, daB sich |/sin 0 
im Verhaltnis zu sin (i + 1) o+ | fiir groBe k nur wenig andert, 


also in erster Naherung als konstant angenommen werden kann, 
i eee 1 1 Al 
On —= 18,888 Sina fin Be = 70° + 45°'-sin 2{k 9 o5 f (48) 


Die Ubereinstimmung zwischen exakter und asymptotischer Dar- 
stellung ist etwa fiir 2 = 12 recht gut: 
@y2 = — 1,6288 (exakt), — 1,65 (asymptotisch) 


AbschlieBend sei nun noch die vierte und fiinfte Faltung als Beispiel 
tabellarisch und bildmaBig dargestellt (Tab. 4, Abb. 15). 
f,(4) 


DERSERRDORORDER 


eEERUEEEAEE 


— 


9 10 20 30 40 $0 60 70 80 90 100 110 120 730 140 150 160 170 180 


Abb. 15. 
Tabelle 4. 
EEE EEnEIE EEE EEE 
| 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 


C, 0,0752 | 0,0763 | 0,0764 | 0,0772 | 0,0789 | 0,0813 | 0,0832 | 0,0838 
Cs 0,0837 | 0,0832 | 0,0822 | 0,0808 | 0,0795 | 0,0788 | 0,0787 | 0,0788 


80° 90° 100° 110° 120° 130° 140° 150° 
re 


GC, 0,0824 | 0,0799 | 0,0776 | 0,0762 | 0,0763 | 0,0776 | 0,0792 | 0,0804 


C; 0,0792 | 0,0794 | 0,0797 | 0,0800 | 0,0804 | 0,0804 | 0,0798 | 0,0787 
j En (nn aS 


——_ 


| 160° 170° 180° 


—————— 


C, 0,0805 | 0,0822 | 0,0812 
C; 0,0777 | 0,0767 | 0,0762 
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(Eingelangt am 4. Juni 1953.) 


Die von LE CHATELIER (1), ROBERTS-AUSTEN (2) und anderen ent- 
wickelte Methode der Differentialthermoanalyse (DTA) diente ur- 
spriinglich der quantitativen Untersuchung der Unstetigkeiten im 
Temperaturverlauf der Erhitzungs- und Abkihlungskurven von 
Mineralien, Metallen und Legierungen, die auf die Warmeténung von 
Prozessen, wie Abgabe von oberflachenadsorbiertem Wasser, Kristall- 
wasser, Oxydationen, CO,-Abgabe, Schmelzvorgange, Anderungen der 
kristallinen Struktur etc., zuriickzufiihren sind. Man kann diese somit 
auch zum Nachweis der an den Prozessen beteiligten Substanzen in 
Gemengen heranziehen. 

Da diese Vorgange haufig bei relativ hohen Temperaturen statt- 
finden und der sie begleitende Energieumsatz besonders bei kleinen 
Substanzmengen gering ist, stoBt eine direkte Bestimmung der durch 
die exo- oder endothermen Reaktionen verursachten Unstetigkeiten 
des zeitlichen Temperaturverlaufes wahrend des Erhitzens oder Ab- 
kithlens auf grundsatzliche Schwierigkeiten. Diese lassen sich durch 
die Verwendung einer MeBanordnung, wie sie schematisch in Abb. 1 
dargestellt ist, tiberwinden. Man erhitzt nicht nur die zu analysierende 
Substanz — bei unseren Untersuchungen quarzhaltiges Pulver —, 
sondern auch eine thermisch sich méglichst gleichartig verhaltende 
andere, die selbst jedoch im Temperaturbereich der zur Analyse ver- 
wendeten Reaktion keine solche aufweist. Fiihrt man die MeBung der 
Temperaturen dieser beiden Substanzen mit Thermoelementen in 
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Differenzschaltung aus, so ergibt sich bei idealer thermischer Gleich- 
artigkeit ein Differenztemperaturverlauf, wie ihn die Abb. 2 schematisch 
fiir die reversible kristallographische Strukturanderung von a-Quarz 
in B-Quarz bei 575° C zeigt. 

Wie AGAFONOFF (3) 
ausfiihrte, kann man aus 
dem tiber der Zeit oder der 
Probentemperatur aufge- 
tragenen Verlauf der Dif- 
ferenztemperatur __Riick- 


Behalter - temperatur T; =}, schliisse auf die Menge der 
reagierenden | Substanz 
ziehen. SPEIL (4), KERR 

Raeatc: quarzhaltige und KULP (5) peniitzen zu 


diesem Zweck die Flache 
der in Abb. 2 cargestellten 
T S = Spitzenzone ABC, wah- 
rend DEAN (6) im Spitzen- 
winkel y das MaB fiir die 
Substanzmenge sieht. Eine 
andere, auch in der vor- 


Substanz Substanz 


Inerte Substanz ohne Thermoelement 


zur Symmetrierung liegenden Arbeit beniitzte 
Auswertungsmethode geht 

Abb. 1 Me8anordnung schematisch. auf A. L. ROBERTS (7) Zu- 

riick, der die Scheitelh6he 

+47 ber Aufheizung | bei Abkuhlung der Differenztemperatur- 


kurve der Substanzmenge 
proportional setzt. Die 
Zahl der vergleichbaren 
quantitativen Messungen 
ist zur Zeit noch zu gering, 
um entscheiden zu kénnen, 


AT Tee gen impnee ae Lanier 
Abb. 2. Verlauf der idealen DTA-Reaktion fiir Quarz. = sont et orzug <u 
geben ist. 


Die Abb. 3 zeigt die fiir quantitative Messungen an quarzhaltigen 
Pulvern von uns beniitzte Apparatur (8). Sie besteht aus einem Elektro- 
ofen, dem Probenbehalter, sowie den zugehérigen elektrischen Ein- 
richtungen. Den Schnitt durch den Behalter aus Antithermstahl, der 
vier Bohrungen von 12 mm Durchmesser und 12 mm Tiefe besitzt, zeigt 
die Abb. 4. Zwei dieser Bohrungen dienen zur Aufnahme der Analysen- 
substanz und der inerten Vergleichssubstanz. Die dritte Bohrung ent- 
halt ein Thermoelement fiir die Messung der Behaltertemperatur und 
wird, ebenso wie die lediglich aus Symmetriegriinden vorgesehene 
vierte Bohrung, mit inerter Substanz gefiillt. Zur Messung der Differenz- 


temperatur wurde ein Mollgalvanometer, Type D, von Kipp und ZoNEN 
verwendet. 
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Mit dieser Anordnung wurde eine Reihe von Eichmessungen an be- 
kannten pulverformigen Gemengen aus Aluminiumoxyd und Quarz 
ausgefihrt, wobei Al,O, auch als inerte Substanz Verwendung fand. 
Die zu analysierenden Proben, deren Gewicht, wenn nicht anders an- 
gegeben, 1,2 g betrug, wurden, da es sich bei der a — f Transformation 
des Quarzes um einen reversiblen 
Vorgang handelt, wahrend der Ab- 
kiihlung gemessen. Diese weist den 
Vorteil eines gleichmaBigeren und 
stetigeren Verlaufes der, im Gegen- 
satz zur Abb. 2, stets vorhandenen 
Grunddifferenztemperatur zwischen 
Analysenprobe und inerter Sub- 
stanz auf. Die Erhitzung der Pro- 
ben erfolgt bis zu einer Temperatur 
von 750° C bis 800° C. Unter Be- 
niitzung eines elektrischen Reglers 
wurde diese Temperatur dann aus 
Griinden dés allgemeinen W4rme- 
ausgleiches in der Anordnung fiir 
eine Zeit von 15 bis 45 Minuten 
annahernd konstant gehalten und 
sodann die Ofenheizung ausge- 
schaltet. Die Messung der Differenz- 
temperatur erstreckte sich wahrend 
des Abkiihlens auf das Intervall Abb. 3. Die verwendete Apparatur. 
von zirka 700° C bis 500° C. 

Die Abb. 5 zeigt als Beispiel drei DITA-Kurven von Proben unter- 
schiedlichen Quarzgehaltes. Tragt man die Gipfelhohen  solcher 
Messungen als Funktion des Quarzprozentgehaltes auf, so ergeben sich 
Eichkurven, wie sie Abb. 6 enthalt. In dieser sind die Gipfelhohen in 
Skalenteilen des zur Messung verwendeten Galvanometers eingetragen 
und dessen Empfindlichkeit angegeben. Wie man aus ihr entnimmt, 
ergibt sich zwischen Gipfelhdhe und SiO,-Prozentgehalt unter Be- 
riicksichtigung der MeBstreuungen eine lineare Relation. Die Grenze 
der mit dieser Anordnung noch erfaBbaren Quarzmenge liegt bei etwa 
0,1%, des Probengewichtes. 

Die Schwierigkeiten der quantitativen Auswertung der DTA- 
Kurven liegen in der Bestimmung der richtigen Gipfelhohe, deren FuB- 
punkt durch Extrapolation des Verlaufes der Grunddifferenz auBerhalb 
des Reaktionsgebietes bestimmt werden muB. Die Sicherheit dieser 
Extrapolation und damit die Genauigkeit der Bestimmung der Gipfel- 
hdhe ist in hohem MaB vom Gang der Grunddifferenz abhangig. Diese 
Schwierigkeiten treten aber auch bei einer Auswertung nach dem 
Flichenverfahren mindestens in gleicher Weise auf. Der Gang der 


+ 


Grunddifferenz auGBerhalb des Reaktionsgebietes, bedingt durch Unter- 
schiede in den thermischen Eigenschaften der Proben- und der inerten 


92 O. PREINING und J. A. SCHEDLING: 


Substanzen sowie Unsymmetrien im apparativen Aufbau, wirkt sich 
besonders stark aus, wenn die Menge der reagierenden Substanz gering 
und die Anderung der Grunddifferenz groB ist. Es ist in diesem Falle 
nicht mehr gerechtfertigt, die Gipfelhdhe als Ordinatendifferenz zwischen 
dem Scheitelpunkt der Differenztemperaturkurve und dem zuge- 
hérigen Punkt der extrapolierten Grunddifferenztemperaturkurve zu 
definieren, sondern man 
mu8 die Gipfelhohe nun 
als maximalen Ordinaten- 
abstand zwischen  Dif- 
ferenz-und Grunddifferenz- 
temperaturl urveauffassen. 
Die Bestiramung dieses 
maximalen Ordinatenab- 
standes kann  mittels 
graphisch rektifizierter 
Kurven, das sind solche, 
die auf eine Grunddifferenz 
Null bezogen sind, erfolgen. 
Wir werden im Beispiel 
einer Beimengungsanalyse 
auf diese Auswertungs- 
methode noch = zuriick- 
kommen. 

Grundsatzlich — gleich- 
artige Resultate, wie sie in 
Abb. 6 dargestellt sind, 
lieferten auch Messungen 
an anderen Gemengen be- 
kannten Quarzgehaltes, so 
2. Bo an Talk: .Die Er 
gebnisse lassen sich dahin- 
gehend zusammenfassen, 
daB, unter entsprechender 
Beriicksichtigung der Aus- 


: d ae . 
' ~ O > 
Abb. 4. Schnitt durch den Probenbehalter. a) FuB, b) Zentral- wertungsschwierigkeiten, 
achse, c) Boden, d) Mittelstick mit Bohrungen, e) Mutter, der Zusammenhang ZWI1- 
f) Deckel, g) Buchse, h) Durchftihrung, k) Thermoelement. 


schen resultierender Gipfel- 
hohe und reagierender Quarzmenge in allen untersuchten Fallen 
ein linearer ist. Liegt nun aber zur Analyse eine Probe vor, deren 
Grundsubstanz unbekannt ist und sich eventuell auch noch aus mehreren 
Stoffen zusammensetzt, so bleibt die Frage offen, wie weit zur quanti- 
tativen Interpretation der an ihr gemessenen DTA-Kurve Eichmessungen 
z. B. eines Gemenges Aluminiumoxyd-Quarz herangezogen werden 
diirfen. Sind die unbekannte Grundsubstanz und das Aluminiumoxyd 
der Eichreihe in ihren thermischen Eigenschaften sehr verschieden, so 
werden auch bei gleichem gewichtsmaBigen SiO,-Gehalt die Gipfel- 


ihe ais 3k ee ee ae 


Zur quantitativen Difterentialthermoanalyse quarzhaltiger Pulver. 93 
hohen verschieden ausfallen, da diese von der spezifischen Leitfahigkeit, 
der spezifischen Warme und in der weiteren Folge auch von der Korn- 
groBe und der KorngréBenverteilung etc. abhangig sind. Soll nur eine 
groBenordnungsmaBige Bestimmung des Quarzgehaltes erfolgen, so 


wird man diese Faktoren vielleicht vernachlassigen diirfen, vor allem, 
wenn hohe prozentuale An- 
teile an Quarz vorhanden ie ‘ i 
: “ ' 39 SiO. 5 0. 
sind. Bei geringen Quarz- (aie aie 
~~ / 
gehalten’ ‘und’ ~groBeren: ...--+------ ee 
e a = \ 
Anforderungen an die Zu- a hee 
. . . \ , 
verlassigkeit des Analysen- = 2 =___----- eee 
ergebnisses miissen die ge- _---~7 i 
nannten Umstande jedoch re 
: aS ° 5 \ 
unbedingt _ berticksichtigt ¥ 
werden. Es ware nun sehr iu 705g Si02 + 06gAl203 
umstandlich und zeitrau- a 
bend, eine unbekannte a 
Probe zunachst auf die iF 
1] 
‘| 
ty 
im 
itl 
Wt 


¢ / 429 Siz 
Zusammensetzung ihrer 


Begleitsubstanzen zu unter- 
suchen, um dann die DTA- 
Kurve unter Zuhilfenahme 
entsprechender Eichreihen ae 
auszuwerten. Ob. dieser 
Weeuaim Faille: der /Zu- ; 
sammensetzung der Grund- | 
substanz aus mebhreren, ‘ 
verschiedenen Komponen- : 
ten wiberhaupt gangbar 
ist, sei dahingestellt. Um ' 
diese Schwierigkeiten zu 
uberwinden, hat bereits { 
AGAFONOFF zu dem Ver- 
fahren der Beimengungs- 
analyse gegriffen, das da- 
rauf beruht, den Verlauf 
der DTA-Kurve einer, unbekannte Mengen Quarz enthaltender Sub- 
stanz durch Beigabe bekannter Quarzgewichte systematisch zu _ ver- 
andern. Aus den jeweiligen Gipfelhohen 1aBt sich dann der SiO,-Gehalt 
der Grundsubstanz bestimmen. 

Die Ausfihrung einer solchen Beimengungsanalyse zeigt die nach- 
folgende Abb. 7. Ausgehend von einem Pulver, das durch Zerkleinerung 
einer synthetischen Schleifscheibe gewonnen wurde und dessen natiir- 
licher Quarzgehalt so gering war, daB er in unserer Anordnung keine 
merkbare Veradnderung des stetigen Ablaufes der Grunddifferenz- 
temperatur mehr hervorrief, wurde ein synthetisches Pulver durch Bei- 
mengung von zehn Gewichtsprozenten SiO, hergestellt. Diese neue 


Abb. 5. Typische DTA-Kurven. 
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Substanz wurde zum Ausgangsmaterial fiir weitere Versuche genommen. 
Die Abb. 7 enthalt die rektifizierte Kurve der neuen Grundsubstanz 
137 a’, sowie jene Kurven, die sich ergeben, wenn man dieser Grund- 
substanz 1, 2 und 3% des Probengewichtes an Quarzpulver beimengt. 
Tragt man die Gipfelhdhen dieser Kurven iiber den in den einzelnen 
Proben enthaltenen Quarzgewichten auf und gleicht diese Ergebnisse 
aus, so erhalt man die in der 
gleichen Abbildung dargestellte, 
durch den Ursprung des Koordi- 
natensystems gehende Gerade. 
Dieses Beispiel zeigt, daB bei 
einem Grurdgehalt von 10% 
Quarz, Beiniengungen von 1, 2 
und 3°, zu dessen Bestimmung 
geniigen. Da ira Normalanalysen- 
fall die Grundmenge Quarz nur 
annahernd aus dem Vergleich mit 
einer Ejichserie bestimmt ist, 
hat man so vorzugehen, da 
man bei konstant gehaltenem 
Probengewicht, das heiBt kon- 
© 70 20° 50° "¥0""S0" 60° 70" 80 “90° M0 stant “gehaltenem, Gewicht edes 
Abb. 6. Eichkurven. bereits nattrlich vorhandenen 
500 Skt entsprechen ca. 6,7. 10—? A Quarzes, passend gewahlte be- 
Bs ca oe kannte Mengen an Quarz zu- 
setzt und die Gipfelhdhe tiber 
den jeweiligen Quarzgewichten, die sich aus unbekannter Grundmenge 
plus zugegebener bekannter Menge zusammensetzen, auftragt. Die 
durch die Gipfelhdhen bestimmte Gerade ist bis zum Schnitt mit der 
Abszissenachse, auf der die Quarzgewichte aufgetragen sind, zu ver- 
langern und aus dieser Darstellung ist dann das Gewicht des in der 
urspriinglichen Substanz vorhandenen Quarzes zu ermitteln. 

Dieses Beimengungsverfahren vermeidet wohl jene Fehler, die bei 
der Ermittlung des Quarzgehaltes unter Zugrundelegung von Eich- 
serien anderer Grundsubstanzen entstehen, zu beriicksichtigen ist je- 
doch, da unterschiedliche Ko6rnigkeiten, eventuelle Lagerstatten- 
unterschiede und Differenzen in der mechanischen Beanspruchung (9) 
wahrend des Zerkleinerns, sowie Unterschiede im Alter der Pulver bei 
gleichen Quarzmengen zu Gipfelhdhendifferenzen AnlaB geben kénnen. 
Diese, auch im Beimengungsverfahren sich auswirkenden  Fehler- 
quellen dirften jedoch wesentlich geringer sein als jene, die durch die 
Unterschiede der Begleitsubstanzen entstehen. 

Einige der bis jetzt von uns mit der DTA erzielten Analysenergeb- 
nisse, die entweder nach Eichreihen (E) oder im Beimengungsver- 
fahren (B) ermittelt wurden, sind in der nachfolgenden Tabelle Kontroll- 
analysen nach dem PhosphorsdureaufschluBverfahren (10) gegeniiber- 
gestellt. Die Ubereinstimmung der Resultate ist als befriedigend zu be- 
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zeichnen, besonders im Hinblick darauf, daB den chemisch gewonnenen 
Werten in Anbetracht der bekannten Schwierigkeiten des Aufschlub- 
verfahrens auch kein hdherer Grad an Sicherheit zukommt, als den 
mittels der DTA gewonnenen. 
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Abb. 7. Synthetische Beimengungsserie. 
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DTA _Phosphorsaure- 
aufschluB 
Bohrmehl 37% (E) | GTI SiO, 
Feldspat (1) | 29% (E) | 28,4% SiO, 
Feldspat (2) | 54% (E) | 58,4% SiO, 
Karbonathalt. Eisenerz (1) | 11% (B) | 15/5 SiO, 
Karbonathalt. Eisenerz (2) 0,5% (B) | OO% SiO, 
- Karbonathalt. Eisenerz (3) | 1,5—2% (B) | 1,8% SiO, 


AbschlieBend kann bemerkt werden, dab die Ergebnisse der eigenen 
Untersuchungen, sowie jene anderer Autoren zu der Hoffnung be- 
rechtigen, da die Differentialthermoanalyse nach entsprechender 
Klarung ihrer Voraussetzungen und Sammlung umfangreicheren quanti- 
tativen Materials ein den anderen bekannten Mineralanalysenverfahren 
gleichzustellendes Hilfsmittel werden kann. 

Es ist uns eine angenehme Pflicht, den Herren E. Votava und 
K. Herska fiir ihre zeitweilige Unterstiitzung bei der Ausfiithrung der 
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Messungen zu danken. Fiir die teilweise Bereitstellung der zur Durch- 
fiihrung der Versuche notwendigen finanziellen Mittel sind wir dem 
Geschaftsfiihrer der Osterr. Staub(Silikose)-Bekampfungsstelle, Herrn 
Prof. Dipl.-Ing. H. ZECHNER, zu Dank verpflichtet. 
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Buchbesprechungen. 


The Meaning of Relativity. Von A. Erystern. Vierte Auflage, enthaltend 
,, Generalization of Gravitation Theory’. Mit Textabb., V, 169 S. Princeton, 
N. J.: Princeton University Press. 1953. Geb. $ 3.50. 

Die erste Auflage des Buches erschien 1922 und enthielt Vorlesungen iiber 
spezielle und allgemeine Relativitatstheorie. 1945 kam eine zweite Auflage heraus, 
die sich von der ersten durch einen Anhang iiber Fortschritte der allgemeinen 
Relativitatstheorie seit 1921 unterschied. In der dritten Auflage wurde ein Anhang 
uber verallgemeinerte Gravitationstheorie hinzugefiigt, der fiir die vorliegende 
vierte Auflage vollstandig umgearbeitet und auf das neue, allgemein verwendbare 
Einstetnsche Verfahren des Vergleichs der ,,Starke“ von scheinbar gleichwertigen 
Gleichungssystemen basiert wurde. 

Das Werk ist in Hinblick auf die allgemeine Relativitatstheorie verfaBt, die 
spezielle wird nur so weit entwickelt, wie sie fiir die weiteren Ausfiihrungen be- 
notigt wird. Daher findet man im Abschnitt wber spezielle Relativitatstheorie 
manche Dinge, die in der Atomphysik benutzt werden, nicht. Fir einen Leser 
hingegen, der in die allgemeine Relativitatstheorie eindringen will, ist das Buch ein 
knapper, aber didaktisch ausgezeichneter Fihrer, der auch die verwendeten Be- 
griffe der Tensorrechnung ab ovo herleitet. Es werden vor allem die Haupt- 
gedankengange der Theorie aufgezeigt, ein allzustarkes Eingehen auf Einzelheiten 
wird vermieden. 

Im Anhang iiber verallgemeinerte Gravitationstheorie wird der Fundamental- 
tensor, der in der RIEMANNschen Geometrie bekanntlich symmetrisch ist, nicht- 
symmetrisch verallgemeinert. Tensorielle Rechenregeln werden definiert und 
weitere daraus abgeleitet. Die Feldgleichungen werden aus einem Variations- 
prinzip entwickelt, dessen Integrand so gewadhlt wird, daB beim Ubergang auf 
einen symmetrischen Fundamentaltensor wieder die alten Beziehungen gelten. 
Dabei benutzt EINsTEIN, wenn zwei scheinbar gleichwertige Gleichungssysteme 
vorliegen, das jeweils ,,starkere‘‘. Als MaB der ,,Starke“ eines Gleichungssystems 
wird der reziproke Wert der asymptotischen Anzahl der frei verfiigbaren 
Koeffizienten der »-ten Ableitungen ( also eine unbegrenzt wachsende Zahl) 
in der Taytor-Entwicklung, bei Beriicksichtigung aller Nebenbedingungen, einge- 
fiihrt. Eine Voraussage von Beobachtungsergebnissen auf Grund der verallge- 
meinerten Gravitationstheorie war wegen der Schwierigkeit der mathematischen 
Materie bisher leider nicht méglich. P. UrBan, Graz. 


Universal Mechanics and Hamiltons Quaternions. Von O. F. FiscHEer. (Herausge- 
geben vom Axion Institute, Liding6.) Mit 10 Textabb., 356 S. Stockholm: 1951. 
$ 10.—. 

Es ist erstaunlich, wie ein Vertreter der technischen Richtung (der Autor ist 
Zivilingenieur) zu einer so umfangreichen Betrachtung von  grundlegenden 
Theorien der modernen Physik ausholt und versucht, sie durch Zusammenfassung 
unter einen einheitlichen Gesichtspunkt, der Darstellung durch Quaternionen, 
nach Méglichkeit vorteilhafter zu gestalten. Dabei steht freilich das rein Be- 
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schreibende und Vergleichende stark im Vordergrund. Es werden bekannte Satze 
in die Sprache der Quaternionen iibertragen und zahlreiche Parallelen zwischen 
dem als ideal angestrebten Quaternionenkalkiil und anderen bereits tiblichen Dar- 
stellungsweisen aufgezeigt, wobei sich éfters ein algebraischer Isomorphismus er- 
gibt. Die Erschwerung der Lektiire durch eine vielfach ungewohnte Symbolik 
wird durch iibersichtlichen Aufbau und ein Symbolregister gemildert. 

Das Buch umfaBt vier Teile. Teil I gibt einen Auszug aus der Vektor- und 
Tensorrechnung. — Teil II handelt von den einfachen Quaternionen, wobei die 
vier Komponenten eines Quaternions auch gewdéhnliche komplexe Zahlen sein 
kénnen. Der Verfasser definiert hier, zum Teil mit abweichender Bedeutung der 
selben Namen bei friiheren solchen Versuchen (auf die vom Verfasser hingewiesen 
wird), verschiedene Arten von Quaternionen. Die LoreNntz-Transformation defi- 
niert er als eine starre Drehung in der vierdimensionalen Welt, welche nur die 
Koordinaten der eo ipso invarianten Quaternionen andert. AnschlieBend be- 
handelt er noch verschiedene Kapitel aus Mechanik, Elektrodynamik und Re- 
lativitatstheorie bis zur ErnsTEtNschen Theorie von 1950. — Da aber die Dar- 
stellung mittels einfacher Quaternionen immer schwieriger wird, kommen in 
Teil III Quaternionen héherer Ordnung zum Einsatz. Dieser Teil, der auch die 
Quantenmechanik starker hervortreten la8t, ist hauptsachlich ein Eingehen auf 
die Ideen von EDDINGTON. Daneben finden sich auch Vergleiche mit der Matrizen- 
darstellung von Dirac. — Teil IV gibt weitere Entwicklungen und Ausblicke und 
ist vor allem an H. G. Kitssner angelehnt. Es handelt sich mathematisch gesehen 
um das freie ABELsche Produkt von m unabhangigen Systemen  einfacher 
Quaternionen. Ein Schlu8wort soll weitere Gedanken in dieser Richtung anregen. 


A. AIGNER, Graz. 


Signal, Noise and Resolution in Nuclear Counter Amplifiers. Von A. B. GILLESPIE. 
(,,Electronics and Waves.‘ A Series of Monographs. Herausgegeben von 
D. W. Fry [Harwell].) Mit 57 Textabb., XII, 155 S. London: Pergamon Press 
[tds 19555 Geb.e2iles: 


Die weitgehende Spezialisierung innerhalb der heutigen Naturwissenschaften 
bringt eine Erschwerung des Uberblicks iiber die Arbeitsmethoden dort mit sich, 
wo eine ins Detail gehende Ausbildung auf mehreren Gebieten notwendig ist. 
Man wird z. B. von einem Kernphysiker kaum erwarten, daB er die Theorie des 
Schrot-Effektes beherrscht, obwohl dieser und andere Effekte fiir seine Zahler- 
Verstarker von groBer Bedeutung sind. Es ist daher sehr zu begriiBen, wenn 
Biicher wie das vorliegende geschrieben werden, die solche Liicken schlieBen 
helfen. Das Buch wird nicht nur den Spezialisten auf dem Gebiet der Kernphysik 
mit allen Fragen beziiglich der Nebengerausche und des Auflésungsvermégens von 
Zahler-Verstarkern vertraut machen, es kann infolge der iibersichtlichen und 
klaren Art, in der die doch recht schwierige Materie behandelt wird, jedem, der mit 
Signal-Verstarkern zu arbeiten hat, empfohlen werden, da insbesondere auch die 
neuere Entwicklung beriicksichtigt ist. Druck und Ausstattung sind vorziiglich. 


H. Mitter, Graz. 


Vorstellungen vom Aufbau der Materie im Wandel der Zeiten. Eine historische 
Ubersicht. Von F. Lrgrpen. XI, 384 S. Wien: F. Deuticke. 1953. Geb. S 140.—. 


Die Kenntnisse der modernen physikalischen und chemischen Forschungen, 
insbesondere der Atomphysik, haben in einer stiirmischen Entwicklung in den 
letzten drei Jahrhunderten die Menschheit auf schwindelnde Hohen der Er- 
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kenntnis gefiihrt. Sie kann daraus Nutzen ziehen oder auch dadurch zugrunde 
gehen. Es ist vielen Naturwissenschaftlern und auch Philosophen klar, da die 
Ergebnisse der modernen Forschnung nach einer philosophischen Bewaltigung 
rufen, von der wir heute noch sehr weit entfernt sind, ja tberhaupt nicht wissen, 
ob sie erreicht werden kann. Trotz des ungeheuren Wissens iiber die Materie und 
ihr Verhalten ist die gedankliche (philosophische) Verarbeitung dieser Erkenntnisse 
tief unbefriedigend. Heftiger als je zuvor kampfen Monismus — Dualismus, 
Materialismus — Idealismus und viele anderen Ismen um den Vorzug, die volle 
(vielleicht fiir uns Menschen unfaBbare) Wahrheit iiber die ,,Welt‘‘ zu erkennen. 
Es ist daher sicherlich wertvoll, wenn der Verfasser, von den Urzeiten erster 
menschlicher Fragen nach dem Wesen der Natur ausgehend, die vielfach ver- 
schlungenen Wege und Irrwege des Geistes in bezug auf das Problem der Materie 
darstellt. Das Buch geht tiber eine geschichtliche Berichterstattung weit hinaus. 
Im ersten Teil, der zwei Drittel des Buches umfaBt, entwickelt der Verfasser die 
vieltaltigen philosophischen Systeme, die sich mit dem Problem der Materie be- 
faBt haben. Es ist keine Geschichte der Philosophie oder Chemie oder Physik, 
sondern es werden ,,nur“‘ die Auffassungen tiber die Materie behandelt. Ein Er- 
staunen tiber die Fille der méglichen Betrachtungsweisen der Materie, die im Laufe 
der Jahrtausende durchdacht wurden, erfaBt auch den modernen Naturwissen- 
schaftler, der vielleicht in seinem Fachgebiet eng von der neuzeitigen Auffassung 
uber den Stoff befangen ist. Der Unterschied zwischen philosophischer und natur- 
wissenschaftlicher Fragestellung wird aufgezeigt und damit der Schliissel fiir die 
heutige Denkweise der Naturwissenschaften. LIEBEN legt mit sachkundiger Dar- 
stellung die Wurzeln unserer Erkenntnis frei. Vom gesicherten Standpunkt des 
heutigen Wissens aus beleuchtet er kritisch die Wege und Sackgassen, die die 
Menschheit mit ihren Gedanken iiber das Wesen der Materie bisher beschritten hat. 
Diese Wege sind an groBen Entdeckungen, aber auch an schweren Irrtiimern reich. 
Geniale Manner haben durch viele Generationen alles Wesentliche zusammen- 
getragen, was unser heutiges Wissen ausmacht. In der Besprechung der Natur- 
philosophie geht der Verfasser leider nur bis Kant. Mit diesem groBen Philo- 
sophen wird die Ubersicht iiber die philosophische Durchdringung des Problems 
beendet. Vielleicht auch gerade deshalb, weil — durch die stiirmische Entwicklung 
der Naturwissenschaften bedingt — wohl iiberaus viele, aber noch keine allseitig 
befriedigenden philosophischen Wertungen vorliegen. Im zweiten Teil werden die 
wissenschaftlichen Leistungen der groBen Chemiker — immer im Hinblick auf das 
Materieproblem — besprochen. An Hand der einzelnen Naturgesetze, der ver- 
schiedenen Stoffe und der Geschichte ihrer Erforschung wird der Weg der Chemie, 
die nunmehr die Fiihrung im Ringen um die Materie ibernommen hat, durch die 
letzten drei Jahrhunderte, genauer verfolgt. LizBEN entwickelt sehr einpragsam 
den Weg der Chemie von ihren alchemistischen Wurzeln bis zur exakten Wissen- 
schaft. Eine geschichtliche Besprechung der Entdeckung der einzelnen Elemente 
des periodischen Systems vervollstandigt diesen mehr chemisch orientierten Teil. 
Die im Epilog mitgeteilten Tatsachen iiber die neuesten Ergebnisse der atom- 
physikalischen Forschung sind sicherlich von groBem informativen Wert. Ein 
kurzer Anhang befaBt sich mit der Besprechung der erst vor kurzem neuent- 
deckten Elemente, einerseits mit den lange unausgefiillten Liicken im periodischen 
System, andererseits mit den Transuranen. Viele Zitate und Quellenhinweise 
sowie ein ausfiihrliches Namensregister erleichtern den starker Interessierten 
weitergehende Studien. Das Buch endet mit dem optimistischen Wunsch, der 
Philosophie mége es gelingen, die ungeheuren Leistungen der Naturwissenschaft 
unserer Zeit zu verarbeiten. Zu diesem Ziel ist es sicher ein wertvoller Wegweiser. 


K. SCHWEINZER, Graz. 
Tho 
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Atoms and Energy. Von H. S. W. Massey. (,,Science in Action.’ Herausgegeben 
von S. Lilley: Band 1.) Mit 37 Textabb., 174°S. London: Elek Books. 1953. 
Gebs 167s: 

Das allgemeinverstandliche Biichlein stellt ein padagogisches Musterstiick dar. 

Es fiihrt den Leser, abweichend von der iiblichen Methode, tiber ein erstes Ver- 

standnis der elementaren Bausteine und der zwischen ihnen herrschenden Krafte 

zum Atom- und Molekiilbegriff. An chemischen Reaktionen werden Energie- 
umwandlungen klargemacht und dann ausfiihrlich der Fragenkomplex der Kern- 
umwandlungen nach theoretischen und praktischen Gesichtspunkten erortert. 

In kluger Auswahl beschreibt der Verfasser die experimentellen Methoden der 

Atomforschung, die durch viele Skizzen und zahlreiche schéne Wilsonkammer- 

aufnahmen veranschaulicht werden. Das Buch schlie8t mit einer ausgezeichneten 

Darstellung der neuesten Ergebnisse der Kernphysik und der damit verbundenen 

schwierigen Probleme. Es ist zweifellos zu den besten seiner Art zu zahlen. 

H. STIPPEL, Graz. 


Arnold Sommerfeld: Vorlesungen iiber theoretische Physik. Band V: Thermo- 
dynamik und Statistik. Herausgegeben von F. Bopp und J. MEIXNER. 
Mit 41 Textabb., 374 S. Wiesbaden: Dieterich’sche Verlagsbuchhandlung, 
Inh. W. Klemm G. m. b. H. 1952. DM 23.30, geb. DM 24.80. 


Nunmehr liegt als letzter der fiinfte Band der Vorlesungen tiber theoretische 
Physik von Sommerfeld vor, der der Thermodynamik und Statistik gewidmet ist. 
Leider war es dem bedeutenden Gelehrten nicht mehr vergénnt gewesen, den 
AbschluB der Herausgabe seiner Vorlesungen noch zu erleben, doch haben die nach 
seinem letzten Wunsch mit der Vollendung betrauten Kollegen F. Bopp und 
J. MEIXNER in jeder Hinsicht das Vertrauen gerechtfertigt, das ihnen der Ver- 
blichene entgegengebracht hat. Der Band fiigt sich organisch in die bereits er- 
schienenen Bande ein und zeigt wieder nicht nur die souverane Beherrschung der 
Materie, sondern auch eine tiberaus originelle Darstellungsweise. Die Methode der 
thermodynamischen Potentiale wird als kiirzeres Verfahren gegeniiber der der 
differentiellen Kreisprozesse bevorzugt, die Entropie und der zweite Hauptsatz 
werden an Hand des Carnot-Prozesses diskutiert im Zusammenhang mit dem 
Begriff des Wirkungsgrades im Gegensatz zu Lewis, der die Entropie als Ma8 der 
Irreversibilitat einfihrte. Leider wird die klassisch gewordene Behandlung von 
Caratheodory nur gestreift und schlieBlich doch der CarNot-CLaAusiussche Beweis 
vorgezogen. Der Nrernstsche Warmesatz wurde in einem eigenen Paragraphen 
unter Verzicht auf alle physikalisch-chemischen Probleme behandelt, wobei die 
Konsequenz der Unerreichbarkeit des Nullpunktes und die adiabatische Ent- 
magnetisierung besonders hervorgehoben wurden. Als Novum darf die Aufnahme 
der Thermodynamik irreversibler Prozesse angesehen werden, die man als aus- 
sichtsreiche Erweiterung der klassischen Gleichgewichtsthermodynamik ansehen 
kann und welche sich auf dem OnsaGerschen Reziprozitatsgesetz aufbaut. Sie soll 
die wirklichen, sich tatsachlich mit endlicher Geschwindigkeit vollziehenden Vor- 
gange erfassen. Hierher gehéren Warmeleitung, lokale Entropieerzeugung, thermo- 
elektrische Effekte und innere Umwandlungen. Die kinetische Gastheorie und die 
klassische Statistik werden aus didaktischen Griinden an die Spitze des statisti- 
schen Teiles gestellt. Hier zeigt sich besonders das Eingreifen der Quantentheorie, 
die z. B. auch in einem eigenen Paragraphen iiber die Theorie des Elektronengases 
in Metallen erortert wird. Da dabei auch die Gelegenheit wahrgenommen wird, 
um die Methode von Darwin und Fow.er einzufiihren und das fiir den 
theoretischen Physiker so wichtig gewordene Sattelpunktsverfahren zu erértern, 
ist nur zu verstandlich, Gelegentlich eingestreute historische Bemerkungen beleben 
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die Darstellung und zeigen das Streben des Autors nach Anschaulichkeit, ver- 
bunden mit der groBen Prazision des mathematischen Apparates, die seit jeher ein 
Charakteristikum der SOMMERFELDschen Schule war. Instruktive Aufgaben be- 
handeln Themen, die im Text nicht untergebracht werden konnten und die Kennt- 
nisse beim Studium vertiefen sollen, wie z. B. Dichteschwankungen am kritischen 
Punkt, Hochvakuummanometer. 


Durch Herausgabe dieses Bandes sind die Vorlesungen von A. SOMMERFELD 
zum Abschlu8 gebracht worden. So erfreulich dieses Ereignis auch sein moge, 
es erfillt jeden Physiker mit Bedauern, daB hiedurch das wissenschaftliche Werk 
einer groBen Forscherpersénlichkeit und eines groBen Lehrers endigt. Es moge 
mit dem Wunsch geschlossen werden, daB die neue Generation daraus nicht allein 
wissenschaftliche Anregungen schépfen mége, sondern auch die Begeisterung und 


die Energie, das wissenschaftliche Werk fortzusetzen. = 
P. URBAN, Graz. 


Das Makromolekiil in Lisungen. Bearbeitet von H. BucHHoLz-MEISENHEIMER, 
R. M. Fuoss, J. HENGSTENBERG, W. Jost, J. Juirrs, G. Kortiim, O. Kratxy, 
A. Munster, A. PETERLIN, G. Porop, G. SCHRAMM, G. V. Scuutz, U. P. Strauss, 
H. A. Stuart. (,,Die Physik der Hochpolymeren.‘‘ Herausgegeben von H. A. 
Stuart: Il. Band.) Mit 323 Textabb., XX, 782 S. Berlin—Géttingen—Heidel- 
berg: Springer-Verlag. 1953. Geb. DM 89,60. 


Der nunmehr vorliegende 2. Band iiber die Physik der Hochpolymeren ist im 
Gegensatz zum 1. Band bereits ganz dem Makromolekiil gewidmet. Eine Unter- 
suchung seiner Eigenschaften ist meistens nur im gelésten Zustand méglich. Um 
zu méglichst vollstandigen Aussagen iiber die Eigenschaften der Hochpolymeren 
zu gelangen, ist es notwendig, die Méglichkeiten einer kombinierten Anwendung 
thermodynamischer und statistischer Methoden vollstandig auszuniitzen. Dies 
beriicksichtigen zwei allgemeine Kapitel iiber Thermodynamik und Statistik, die 
den Anfang des Teiles iiber allgemeine Methodik bilden. Dieser Teil bietet dem 
mehr gesetzlich als stofflich eingestellten Physiker einen kurz gefaBten Uberblick 
tuber die Thermodynamik der Mischphasen wie iiber den heutigen Stand der 
Statistik hochmolekularer Lésungen auf Grundlage des Gittermodelles, dessen 
Problematik in einem ganzen Paragraphen diskutiert wird. Der darauffolgende 
Abschnitt tiber Léslichkeit und Quellung verwendet bereits die thermodynamischen 
und statistischen Grundlagen. Ein kirzerer Beitrag iiber kinetische und Trans- 
porterscheinungen diskutiert u. a. Diffusion und Permeationserscheinungen, die 
in den ersten Kapiteln naturgemaB keinen Platz finden. Der spezieller gehaltene 
2. Teil beinhaltet die Anwendung der besonderen Methoden auf die Konstitution 
der Makromolekiile in Lésungen. Die mehr oder weniger umfangreichen Ab- 
schnitte iiber osmotischer Druck, Sedimentation und Diffusion, Viskositat, Licht- 
streuung, Rontgenkleinwinkelstreuung, kiinstliche Doppelbrechung, dielektrische 
Dispersion und Relaxation betonen die Methodik starker als die Kapitel tiber Form 
und innere Beweglichkeit von Farbenmolekiilen, Form und Gr6Be von Protein- 
molekiilen, die besonders das Untersuchungsobjekt beriicksichtigen. Zahlreiche 
Tabellen machen das Buch als Nachschlagewerk geeignet. Die steigende Be- 
deutung der Polyelektrolyte driickt sich in einem englisch verfaBten Beitrag von 
Strauss und Fuoss aus. Das SchluBkapitel behandelt die Methodik der Frak- 
tionierung und schlieBt dadurch an die Einfiihrung des Herausgebers tiber De- 
finiertheit der Substanzen und ihrer Klassifikation (Verteilungsfunktionen) an. 
Wahrend im ersten Band das Schwergewicht noch ganz auf den Eigenschaften des 
Einzelmolekiils liegt, leitet der zweite Band bereits auf die Struktur der zusammen- 
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hangenden Materie iiber, die in dem in Vorbereitung befindlichen dritten und 
vierten Band bereits ein ausgesprochenes Teilgebiet der Festk6rperphysik wird. 
A. Musit, Graz. 


Zur Struktur und Materie der Festkérper. Diskussionstagung der Sektion fiir 
Kristallkunde der Deutschen Mineralogischen Gesellschaft am 1./2. Mai 1951 
in Frankfurt a. Main. Mit 95 Textabb., VIII, 304 S. Berlin—Géttingen—Heidel- 
berg: Springer-Verlag. 1952. DM 28,60. 


Dank der Initiative von Prof. H. O’Danrer (Frankfurt am Main) fand Anfang 
Mai 1951 in Frankfurt am Main eine Diskussionstagung tiber die Struktur der 
Festk6rper statt, die von zahlreichen Mineralogen, Physikern und Chemikern be- 
sucht war. Sorgfaltige Auswahl der zu behandenden Themen, Bereitstellung von 
geniigend Zeit fiir ausfiihrliche Diskussionen erméglichten eine ergiebige Er- 
orterung der einzelnen Gebiete. Der vorliegende Tagungsbericht umschlieBt Vor- 
trage und Wechselrede dieser besonders gelungenen Veranstaltung. 

P. Nice (Ziirich) berichtet tiber die Anwendung der Symmetrielehre auf die 
theoretische und praktische Kristallstrukturforschung. Die Bemiihungen des 
Vortragenden sind darauf gerichtet, den Kontakt zwischen diesen beiden Gebieten 
enger zu gestalten, einerseits durch Anpassung der Lehre der Kristallsymmetrie 
an die moderne Entwicklung der Festkérperforschung und andererseits durch aus- 
giebige Mitbeniitzung der bewahrten Methoden der Kristallographie bei der Dar- 
stellung physikalischer Ergebnisse: Uber ,,Translationsgruppen in » Dimensionen“‘ 
sprach C. HERMANN (Marburg). Zur praktischen Bedeutung dieser abstrakten 
Uberlegungen wurde in der Diskussion unter anderem hervorgehoben, daB die Be- 
handlung polynarer Systeme mit Vorteil sich solcher auf Raume _beliebiger 
Dimensionszahl beziiglicher Uberlegungen bedient. Mit Fragen der ,, Verdampfung 
von Kristallen‘‘ beschaftigte sich ein Bericht von J. N. STRANSKI (Berlin). Zu- 
nachst wird der etappenweise Ubergang in den Dampf iiber Halbkristallage, Stufe 
und Adsorptionsschicht naherungsweise berechnet. Im weiteren wird auf die 
wesentliche Bedeutung der Kristallstruktur und der Baufehler in Kristallen ein- 
gegangen. W. KosseEL (Tibingen) referiert in seinem Bericht ,, Die Beobachtung 
von Kristallkugeln als Forschungsmittel fiir Oberflachenvorgange’’ tiber seine 
ausgedehnten Untersuchungen an Kristallkugeln. Ihre Verwendung gestattet, die 
Oberflachenvorgange gleichzeitig fiir die Gesamtheit der Kristallrichtungen zu 
studieren. Fragen des Kristallwachstums und -abbaues werden vorzugsweise an 
Kupfer- und Zinkkristallkugeln in auBerordentlich anschaulicher Weise behandelt. 
Uber ,, Kooperative Fehlordnung in Kristallen‘’ sprach H. JaGopzinsk1 (Marburg, 
jetzt Wurzburg). Die Konzentration der Fehlstellen ist so hoch, daB ihre Wechsel- 
wirkung aufeinander nicht mehr vernachlassigbar ist. Als Beispiele seien die Misch- 
kristalle mit den Ubergangen von Uberstruktur bis zur Entmischung, die dichtesten 
Kugelpackungen, bei denen die Unordnung in der Méglichkeit der Einnahmen ver- 
schiedener Lagen besteht, genannt. Die mathematische Behandlung wird am ein- 
dimensionalen Fall unter vereinfachenden Annahmen iiber die Wechselwirkung 
der Nachbarn durchgefiihrt. Bei der Bedeutung, die ,, Versetzungen“ fiir viele 
Kristalleigenschaften haben, liegt die Wichtigkeit derartiger Untersuchungen auf 
der Hand. KR. HoseMaANN (Berlin) berichtet tiber den statistischen Charakter der 
Feinstruktur hochmolekularer und kolloidaler Stoffe. Ankniipfend an die Schwierig- 
keiten, die bei der Feinstrukturanalyse derartiger Stoffe auftreten, wird der Weg 
gekennzeichnet, der zu einer umfassenden Interferenztheorie fiihrt. Wesentlich 
dabei ist der Einbau der Statistik in die Fourrer-Darstellung der Interferenz- 
theorie. Fiir die Erforschung ungeordneter Materie, deren Aufbau zwischen dem 
von Kristallen und Flissigkeiten liegt, stellt dieser Weg einen wesentlichen Schritt 
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nach vorwarts dar. ,,Uber die Existenzbedingungen von Glaszustanden“ referiert 
A. SMEKAL (Graz). Der Glaszustand wird als polymerer Stoffzustand mit fixierten 
unregelmaBigen Bausteinanordnungen definiert. In moglichst allgemeiner Weise 
wird zu den Fragen, ob alle kristallisierten Stoffe auch in festem amorphem Zu- 
stand erhalten werden kénnen, ob es Stoffe gibt, die nur amorph fester Zustande 
fahig sind und ob strukturelle Eigenschaften von Kristallzustinden bei den zuge- 
horigen amorphen Zustainden wiedergefunden werden, Stellung genommen. Den 
abschlieBenden Bericht gibt H. Witte (Darmstadt): ,,Der Einflu®B von BrILLoutn- 
Zonen auf physikalisch-chemische Eigenschaften von Legierungen.‘‘ Seit der 
HumE-Rortueryschen Feststellung des Auftretens bestimmter intermetallischer 
Phasen bei bestimmten Valenzelektronenverhaltnissen hat man das Auftreten 
einzelner Phasen und die Grenzen ihrer Existenzgebiete durch Auffiillung von 
BrRILLouin-Zonen gedeutet. Der Vortragende berichtet nach einer kurzen klaren 
Einfiihrung in die Elektronentheorie der Metalle iiber Untersuchungen der magne- 
tischen Suszeptibilitat und der Wasserstoffléslichkeit von Legierungen, durch 
die ein weiterer Beitrag zum Studium des Elektronengases, das fiir so zahlreiche 
Eigenschaften bestimmend ist, geliefert wird. E. ScHMID, Wien. 


Atomphysik in gemeinverstiindlicher Darstellung. Von H. THIRRING. Mit 8 Textabb., 
IV, 104 S. Wien: F. Deuticke. 1953. S 20,—. 

Die vorliegende Ausgabe einer allgemeinverstandlichen Einfiihrung in die 
Atomphysik kennzeichnet sich durch die hervorragenden padagogischen Fahig- 
keiten des Autors, der es meisterhaft versteht, dem Leser die schwierigen Gebiete 
zu erlautern. Der Zweck des Biichleins, die wichtigsten atomaren Vorginge einem 
gebildeten Laien naherzubringen, wird in vorbildlicher Weise erreicht. 

E. CHRISTIAN, Graz. 


Physical Formulae. Von T. S. E. THomas. (Methuen’s Monographs on Physical 
Subjects. Herausgegeben von B. L. Worsnop.) Mit 7 Textabb., VII, 118 S. 
London: Methuen & Co. Ltd.— New York: J. Wiley & Sons Inc. 1953. 
Geb. 8 s. 6 d. net. 


Das handliche Biichlein (die GréBe entspricht etwa der eines Géschenband- 
chens) kann auf seinem beschrankten Raum nur eine Auswahl physikalischer 
Formeln geben. Dem persénlichen Geschmack des Verfassers entsprechend werden 
hauptsachlich technisch-physikalische Formeln gebracht. So werden z. B. in der 
Mechanik die Prinzipien der Dynamik fast gar nicht behandelt, dafiir aber viele 
spezielle Formeln aus der Elastizitatstheorie gebracht, wie etwa die EuLERsche 
Knickformel, die Biegung eines erwarmten Bimetallstreifens, die HErrrtzschen 
Formeln fiir die Spannungen aufeinandergedriickter Kugeln, bzw. Zylinder, usw. 
Die letztgenannten Hrerrzschen Formeln haben in der Technik eine grundlegende 
Bedeutung bei der Berechnung von Zahnradern und WaAlzlagern gefunden, doch 
liegen derartige Probleme den meisten Physikern fern. Auch in der Akustik, 
Thermodynamik und Elektrodynamik ruht der Schwerpunkt auf technischeren 
Formeln. Die moderne Atomphysik fehlt. Als MaBsystem wird fast durchweg das 
CGS-System verwendet. Das Werk wird technisch interessierten Physikern gute 
Dienste leisten. K. STUCHLIK Graz. 


Nordhoff’s Wiskundige Tafels in 5 Decimalen. Von P. WijpDENEs. VIII, 268 S. 
Groningen: P. Noordhoff. 1953. Geb. hfl. 8.75. 
Die ersten 200 Seiten des sauber gedruckten und gut ausgestatteten Werkes 
bringen Bricessche Logarithmen, sowie die Logarithmen und natiirlichen Werte 
der trigonometrischen Funktionen, wobei bei den natiirlichen Werten die Winkel 
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auch in Radianten angegeben sind. Erst die letzten 70 Seiten des Buches geben 
neben natiirlichen Logarithmen, e-Potenzen, Primzahlzerlegungen, Potenzen, 
Wurzeln und Reziproken auch einige héhere Transzendenten. Alle Tabellen be- 
schranken sich (bis auf ganze 10 Zeilen bei den BessEL-Funktionen) auf das reelle 
Gebiet. Den Tabellen sind auch einige Formeln beigegeben. 

Die starke Anwendung des Rechenschiebers und dariiber hinaus von Rechen- 
maschinen machen in Zusammenhang mit der Tatsache, daB ohnehin fast jeder 
Physiker aus der Mittelschulzeit her noch iiber eine fiinfstellige Logarithmentafel 
verfiigt, den gréBten Teil des Werkes fiir den Physiker ziemlich unnotwendig. 
Die Angabe der Radianten neben den Winkeln bei den natiirlichen Werten der 
trigonometrischen Funktionen kann dariiber nicht hinwegtaéuschen. Da diese 
Radiantenangaben namlich ein Interpolieren nétig machen, bieten sie gegeniiber 
der direkten Umrechnung von Winkel zu Radiant und umgekehrt keine tat- 
sachlichen Vorteile, auBer einer gewissen Ubersicht iiber den auf Radianten be- 
zogenen Funktionsverlauf. Was dariiber hinaus im Werk gebracht wird, ist wegen 
des knappen Raumes so wenig ausfiihrlich, daB es fiir das wissenschaftliche Rechnen 
des Physikers im allgemeinen nicht ausreichen wird und etwa mit dem Stoff der 
bekannten Funktionentafeln von JAHNKE und EmpE in keiner Weise konkurrieren 


kann. K. STUCHLIK, Graz. 


The Outer Layers of a Star. Von R. v. Dp. R. WooLLEey und D. W. N. STIBBs. 
(,,fhe International Series of Monographs on Physics.‘ Herausgegeben von 
R. H. Fowler +, P. Kapitza, N. F. Mott und E. C. Bullard.) Mit 47 Textabb., 
XI, 306 S. Oxford: At the Clarendon Press. 1953. Geb. 40 s. net. 


Das Buch der genannten Autoren fordert zu einem Vergleich mit dem bereits 
1938 erschienenen Buch von UNs6Lp: ,,Physik der Sternatmospharen“ heraus. 
Die englischen Verfasser verzichten zunachst auf eine allgemeine physikalische 
und astro-physikalische Einleitung, wie sie UNSOLD im ersten Teil seines Buches 
gibt. Die ersten drei Kapitel des vorliegenden Buches iiber das Strahlungsgleich- 
gewicht und die Lésungen der beziiglichen Integralgleichungen entsprechen der 
Halfte des zweiten Teiles bei UNSOLD, wobei die Autoren auch die neuesten 
mathematischen Arbeiten beriicksichtigen und wertvolle Vergleiche der ver- 
schiedenen Lésungen geben. 

Die folgenden Kapitel iiber die Theorien des Absorptionskoeffizienten und der 
Linienabsorption sind wieder den entsprechenden Ausfiithrungen bei UNs6LD 
ahnlich, ebenso das Kapitel tiber Konvektion. Viel ausfiihrlicher sind, entsprechend 
den mannigfachen Fortschritten seit 1938, die Kapitel iiber die Sonnenkorona, die 
Chromosphare und iiber Modelle fiir Sternatmospharen gehalten. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, da das vorliegende Buch etwas 
knapper gehalten ist, als das von UNs6Lp, dafiir aber die auf manchen Gebieten 
betrachtlichen Fortschritte der Forschung seit 1938 beriicksichtigt wurden und 
aus diesem Grund auch fiir den deutschen Leser wertvoll ist. Die Ausstattung des 
Werkes ist vorztiglich. Ein gutes Sachverzeichnis erleichtert das Auffinden spezieller 


Gebiete, tiber die sich der Leser zu informieren wiinscht. O. Martutas, Graz 
§ : : 


Herausgeber Ligentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fur den Inhalt 
verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut fir Theoretische Physik der Universitat. — — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. : 


= Acta Physica Austriaca, Band 8, Heft 1. 
EEE EEE EE eee 


Fortsetzung von der II. Umschlagseite 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefithrt sein, daB fir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu-. 
fiigen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, daB Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 
der ersten Korrektur zusammenlaufen. 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat. wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi8verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik — 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekurzt, da8 der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 


E 


- — Elk T << 
wenden, also (a + 5)/c statt — oder e Ir statte #T, 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuSnoten mit durch die Arbeit fortiaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unndtiger Wiederholungen) 
gebracht.. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder-die S.-B. der Akademie): A. J. DempstTreR, 
Nature 136, 180 (1935). 


Autorenkorrekturen, das hei8t nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten tiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. : ‘ 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag — 


Bei der Schriftleitung sind folgende Beitrige cingelangt: 


(Anderungen in der Reihenfolge bei der Veréffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- 
halten bleiben.) 


Haefer, R. Zur Frage der Sichtbarmachung einzelner Molekiile im 


ekdcle <LrOnenmrkt OSKOP Sir ieee ded Tae Ee ot She eer so te Oe VA EL ODS. 
Grimm, H. Zur Dioptrik des Elektronen- und Ionenbiindels mit 

kercistormuser Llampboabt. mgt aie re ee ges oe to OOS. SEV S 1953 
Blaha, F. Uber einige Wachstumsstrukturen von aus der Schmelze 

Grorarntenanylerall kristalleny 2c ron see le he en ices a aw Os Soe ODS 
Ledinegg, E. und P. Urban. Uber das magnetische Verhalten einer 

linearen Atomkette am absoluten Nullpunkt bei positivem Aus- 

PSC hint cera lence here ervey wiee fe VO WV by LODO, 
Wagner, J. RAman-spektroskopischer Beitrag zur Struktur des 

Micuiylantrile o) ean es ian oe oie Sone 28. VE. 1953 
Porod, G. Die statistische Gestalt von Fadenmolekiilen. II. Die 

allgemeine Loésung des speziellen Irrflugproblems . . . . . . 24. VI. 1953 


Cap, F. Zur Kopplung eines Dirac-Feldes mit Bosonen vom Spin 1 
22. VIII. 1953 
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Soeben evschien: 


Praktische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker. Von Dr.-Ing. 
R. Zurmiihl. Darmstadt. Mit 114 Abbildungen. XI, 481 Seiten. 1953. 
: Ganzleinen DM 28.50 


Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldar- 
stellungen mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungsgebiete. Heraus- 


gegeben von R. Grammel / E. Hopf / H. Hopf / F. Rellich / F. K. Schmidt /— 


B. L. van der- Waerden. 


Band LII: Formeln und Sitze fiir die speziellen Funktionen der mathematischen 
Physik. Von Dr. Wilhelm Magnus, Professor der Mathematik an der 
Universitat Gottingen, und Dr. Fritz Oberhettinger, Dozent fiir Mathe- 
matik an der Universitat Mainz. Zweite Auflage. VIII, 230 Seiten. 1948. 

; DM 24.60 


Band LIII: Rechenmethoden der Quantentheorie dargestellt in Aufgaben und 
Lésungén. 1. Teil: Elementare Quantenmechanik. Von Dr. Siegfried 
Fliigge, 0. Professor ander Universitat Marburg, unter Mitarbeit von 
Dr. Hans Marschall, Privatdozent an der Universitat Marburg. Zweite, 
vollig neubearbeitete und vermehtte Auflage. Mit 30 Abbildungen. 
VIII, 272 Seiten. 1952. DM 29.80; Ganzleinen DM 32.80 


Soeben ervschien: 


Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Herausgegeben von 
S. Fliigge und F. Trendelenburg. Unter Mitwirkung von W. Bothe, F. Hund, 
P. Harteck. 

“27. Band. Mit 271 Abbildungen. IIT, 421 Seiten. 1953. 
DM 66.—, Ganzleinen DM 69.— 


Inhaltsverzeichnis: Franz, W., Theorie des rein elektrischen Durchschlags fester 
Isolatoren. — Madelung, 0., Der Leitungsmechanismus in homéopolaren Halb- 
leitern. — Cappeller, U., Die Energieschemata der leichten Atomkerne. II. Teil: 
Die Energieschemata der Kerne ?°F bis °*Cl. — Konig, H., Praparative Methoden 
der Elektronenmikroskopie und ihre Ergebnisse. — Baldinger, E., und W. Haeberli. 
Impulsverstarker und Impulsspektrographen. — Miiller, E. W., Feldemission. — 
Krebs, A., Szintillationszahler. — Inhalt der Binde XI—XXVII. — Namen- 
und Sachverzeichnis. 


Die Physik der Hochpolymeren. MHerausgegeben von H. A. Stuart, 
1. Band: Die Struktur des freien Molekiils. Allgemeine Physikalische Methoden 
zur Bestimmung der Struktur von Molekiilen und ihre wichtigsten Er- 

gebnisse. Von H. A. Stuart, friiher o. Professor der Physik an der 
Technischen Hochschule Dresden, z. Zt. Hannover. Mit 189 Ab- 
bildungen, X XI, 609 Seiten. 1952. Ganzleinen DM 69.— 


2. Band: Das Makromolekiil in Lésungen. Bearbeitet von H. Buchholz-Meisen- 
heimer,’ R. M. Fuoss, B. Hengstenberg, W. Jost, J. Juilfs, G. Kortiim, 
0. Kratky, A. Miinster, A. Peterkin, G. Porod, G. Schramm, 
G. V. Schulz, U. P. Strauss, H. A. Stuart. Mit 323 Textabbildungen. 
XX, 782 Seiten. 1953. Ganzleinen DM 89.60 
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